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Yorwort.

&

Die vorliegende Schrift stellt sich die Aufgabe, eine Auffassung
der vielbesprochenen geometrischen Theoreme von Riemann und
Helmholtz zur Geltung zu bringen, welche geeignet scheint, die
cinander oft direkt widersprechenden Urteile- iiber die analytische
Berechtigung und die philosophische Tragweite derselben zu ver-
einigen. Die Wabrheit liegt allerdings nur selten in der Mitte, dic
‘extremsten Vorldufer sind thr da, wo eine gleichmilsige wissen-
schaftliche Entwicklung vorhanden ist, sehr oft am nichsten; es
scheint jedoch, dass dieser seltene Fall hier wirklich einmal vor-
liegt. Denn die extreme Anerkennung und Fortbildung, welche
jene Untersuchungen gefunden haben, weist nicht minder deutlich
als der bittere Tadel, den sie als metamathematische Speculationen
iiber sich haben ergehen lassen miissen, auf Misverstindnisse der
Auffassung hin, deren sich gegeniiber einer wesentlich neuen Ge-
dankenreihe selbst der beste schuldig machen kann.

Der formale Nachweis, dass die neue geometrische Raumlehre
lediglich in psychologischer Hinsicht zu positiv wertvollen Con-
sequenzen fithrt, sofern sie der empiristischen Raumtheorie der mo-
dernen Physiologie zur Bestiitigung dient, dass sie dagegen fiir die
Erkenntnistheorie nur die negative Bedeutung besitzt, die rationa-
listische Auffassung des Raumes als einer notwendigen und allein
moglichen Form der Sinnlichkeit auszuschlielsen, bildet den Haupt-
‘zweck der Schrift. Denn die erkenntnistheoretische Ueberzeugung,
welche den philosophischen Ausfilhrungen zu Grunde liegt, steht in
ihrem Hauptpunkte, der besonderen Fassung des Gegensatzes zwi-
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schen dem Apriorischen und Empirischen in unserer Frkenntnis, zu
den wesentlichen Gedanken der geometrischen Raumtheorie von
Ricmann und Helmholtz in keiner notwendigen Bezichung, da jede
specielle Gestaltung der empiristischen Erkenntnistheorie, wie ich
ausfithrlicher zu erweisen versucht habe, von denselben unabhingig
ist. Ich glaubte jedoch von einer Verwertung jener Ueberzeugung
fiir die Klarstellung der einzelnen Fragepunkte um so weniger ab-
sehen zu sollen, als heutzutage in der Erkenntnistheorie jeder noch
das Recht besitzt, eine eigenartige Meinung zu haben.

Die Methode, durch welche ich jenen Zweck zu erreichen suchte,
war mir durch den gegenwirtigen Stand des Streites gegeben. Die
irrtiimliche Auffassung des eigentlichen Sinnes sowie der philophi-
schen Bedeutung der geometrischen Theorie; welche in vielen philo-
sophischen Schriften zu Tage getreten ist, machte es erforderlich,
in erster Reihe die logische Berechtigung der rein analytischen
- Entwicklungen, sowie den Sinn ihrer anschaulichen Interpretation
darzutun, da gerade -diese beiden Punkte, an deren eigenartigem
Fundament das Verstindnis in den meisten Fillen gescheitert ist,
in der umfangreichen mathematischen Literatur am wenigsten zur
Klarstellung gekommen sind. Die gerade auch in dieser Frage
nicht seltene Vermischung der mannigfachen philosophischen Pro-
bleme, die sich an den Raumbegriff anschliefsen, gebot sodann, die
Besprechung der philosophischen Consequenzen in einer Form durch-
zufilhren, welche die verschiedenartigen einzelnen Probleme, das
psychologische, erkenntnistheoretische, logische und allgemein ma-
thematische moglichst scharf zu trennen erlaubte. Dass ich dabei .
Gelegenheit genommen habe, die allgemein charakteristischen unter
den mir bekannt gewordenen Auffassungen kritisch zu wiirdigen,
entsprang lediglich der Absicht, an diesem geeigneten Orte mog-
lichst viel zur Verstindigung iiber eine dem Irrtum vorldufig noch
so mannigfach ausgesetzte Lehre beizutragen. Ich glaunbte, durch
cine solche kritische Sichtung der abgegebenen Urteile der Theorie,
die sich das Biirgerrecht erst noch erwerben soll, am besten forder-
lich sein zu konnen. |

Auf eine Discussion des Versuches von Zéllner, die allgemeinen
Gesichtspunkte der erweiterten analytischen Geometrie zu Gunsten
der Behauptung zu verwenden, dass die Welt der uns sinnlich ge-
gebenen Korper nur ein Schattenbild der vierfach ausgedehnten
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realen Welt der Dinge an sich oder Ideen sei, habe ich Verzicht
geleistet. Ich habe in den Krdrterungen, welche die Einleitung zu
dem ersten Buch des ersten Bandes der ,, Principien etner eleclvo-
dynamischen Theorie der Materie enthilt, keinen Grund entdecken
‘kénnen, der diese wunderlichen Phantasien iiber eine kiérper- und
seclenlose Welt mit den wissenschaftlichen Gesichtspunkten der ma~
thematischen Naturforschung in Verbindung zu bringen vermochte.
Die crsten Maximen alles wissenschaftlichen Untersuchens werden
vielmehr durch solche Speculationen geradezu aufgehoben. Es miiss-
ten doch, wie mir scheint, Griinde von der eminentesten Bedeutung
sein, die dazd bestimmen konnten, die Schwierigkeiten der atomisti-
schen Theorie durch die fabelhafte Annahme aufzuheben, dass die
Atome und die complicirtesten ihrer Aggregate nichts anderes als
Schattenprojectionen einer vierfach ausgedehnten Welt von Dingen
seien, sofern wir unfer Voi"aussetzung eines Raumes von vier Di-
mensionen ebenso wenig gendtigt seien, uns die fundamentalen
Eigenschaften der Materie, d. h. Empfindung, Gedachthis und eine
intellectuelle Fihigkeit zur Causalitit in den Elementen unseres
dreidimensionalen Raumes localisirt vorzustellen, wie wir unseren
Schatten als den Sitz von Empfindungen und Vorstellungen betrach-
ten, obschon alle Verinderungen dieser Schatten durch Empfindungs-
vorginge in uns ihre Bedeutung erhalten. Dennoch besteht der
einzige unter den wenigen von Zollner angefiihrten Umsténden, der
als ein Grund im Ernst in Betracht kommen koénnte, in der Tat-
sache, dass symmetrische Korper, wie etwa die rechte und linke
Hand, in unserem Raume nicht zur Congruenz gebracht werden
konnen. Wie aber daraus, dass symmetrische Figuren, etwa zwei
- symmetrische ebene Dreiecke durch ein Umwenden in die dritte
Dimension congruent werden, folgen soll, dass eine vierte Dimen-
sion unseres Raumes fiir die Dinge an sich existiren muss, das
ist mir unfasslich geblieben. Selbst wenn es sachlich und logisch
gerechtfertigt wire, hier einen Widerspruch zwischen begrifflich
identischen aber anschaulich verschiedenen Gebilden zu finden, so
konnte doch der Umstand, dass wir denselben bei den zweifach
ausgedehnten Iiguren durch die dritte Dimension heben kénnen,
fir sich nicht zu dem Schluss berechtigen, dass wir ihn bei den
Kﬁrpern durch die Hypostasirung einer realen vierten Dimension
heben miissen. Ueberdies sehe ich nicht, warum dasselbe Problem
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nicht. bei dor Supposition vierfach  ausgedehnier Dinge an sich
wicdorkehren sollte.  Dies aber wiirde zu der Behauptung fithren,
dass der reale Raum und die realen Dinge, oder der Raum und
die Dinge an sich n-fach, d. h. unbestimmt ausgedebnt scien, dass
also der progressus in infinitum das wahre Sein der Dinge repra-
sentire, oine Behauptung, die so lange widersinnig bleiben wird,
als unser Denken an den Satz vom Widerspruch gebunden ist.
Oder aber Zéllner miisste behaupten, in der vierfach ausgedehnten
Welt der Dinge an sich gebe es keine symmetrischen Dinge mehr;
~daraus aber wiirde doch folgen, dass es keine symmetrischen Schatten
derselben, oder wie wir sagen wiirden, keine symmetrischen sinnlich
wahrnehmbaren Korper geben konne, eine Behauptung, welche die
Grundlage des Bewelses selbst aufbebt.

In der Tat, solche Versuche machen es den Philosophen fast -
zur Pflicht, die Naturforscher vor dem Biindnis mit der Philosophie
ZU warnen. | |

Ich habe nur noch zu bitten, dass die Mathematiker, wo meine
Darstellung der Riemann-Helmholtz’schen Theorie und der Haupt-
momente ihrer Entwicklung Schwiichen zeigen sollte, diejenige Nach-
sicht tiben mégen, auf welche der Philosoph immer Anspruch er-
heben darf, wenn die beosondere Natur seiner Wissenschaft ihn
zwingt, auf die Probleme ciner anderen einzugehen. |

Berlin, am 12. Januar 1877.

Der Verfasser.
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RINLEITUNG.,

Mit vollem Recht ist zur Charakterisirung der philosophischen
Bestrebungen der Gegenwart in Deutschland auf denjenigen Zu-
stand der philosophischen Wissenschaften hingewiesen worden, der
dem geistigen Leben unserer Nation in der Zeit zwischen der Blite-
periode Wolffs und dem epochemachenden Auftreten Kants eigen-
tiimlich war. Hier wie dort ist die Entwicklung des intellektuellen
wie des praktischen Lebens nicht zu dem Grade fester Verbindung
der gegebenen Gedankenelemente gediehen, dass einer unter den .
besten zu einer allgemeinen, wenn auch individuell ausgeprigten Ver-
tretung derselben auserwahlt werden konnte. - Viele Stimmen werden
~auch jetzt wieder laut, die berechtigten und unberechtigten An-
- spriichen der Philosophie das Wort reden; allgemein also wird es
als ein Bediirfois empfunden, sei e$ einen iiberlieferten Gedanken-
schatz fiir ein weites Gebiet nutzbar zu machen, sel es nen erwor-
benes, widerstrebendes Material altgewohnten Kategorien anzu-
passen. - Auch gegenwirtig aber wird keine jener Stimmen weithin
vernommen; entweder also sind jene itherkommenen Formen nicht
im Stande, den neuen, aus allen Wissensgebieten sich herandrin-
genden Stoff vollstindig m sich aufzunehmen, oder aber dieses
Material ldsst sich noch nicht so in Verbindung setzen, dass es eine
Neuordnung der gestaltenden Krifte zu einem relativen Abschluss
bringen konnte. |

Auch das wertschétzende Urteil iiber beide Perioden muss des-
halb im wesentlichen das gleiche sein. So wenig wie jene friihere
- Zerrissenheit der Ueberzengungen darf diese neue Verwilderung der
Gedanken, wenn man. den bunten Eklekticismus der letaten Jahr-
zehnte auf diese Weise bezeichnen darf, als ein Zeichen allgemeinen

Erdmann, Geom. Axiome. 1
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geistigen Verfalls angesehen werden. Denn nur insofern ist ein sol-
cher auch jetzt vorhanden, als allerdings in allen Gebieten der theo-
retischen Auffassung wie der praktischen Schiitzung der Dinge nicht
weniges frilher Verniinftige zum Unsinn, manche alte Woltat zur
Plage geworden ist. Die Zerstorung des alten Gebiudes gleicht
jedoch auch in der Gegenwart nicht jenem trostlosen Process all-
Jnihlicher Zerbrocklung, wie er einzelnen fritheren Epochen eigen
gewesen ist, sondern erfolgt durch einen im ganzen wolberechneten
. Abbruch, wie er einem bediirfnisreicheren Geschlecht, das wmfassende
Mittel zu einem Neubau zur Verfiigung hat, erwiinscht werden muss.
Es ist iiberhaupt nur das Vorurteil einer unentwickelten Geschichts-
auffassung, die durch den glinzenden Erfolg ecinzelner Perstnlich-
keiten geblendet ist, zu meinen, dass solche Perioden scheinharen
Verfalls die Aufmerksamkeit des Forschers nicht beanspruchen und
seine Teilnahme nicht verdienen. Die Geschichte macht so wenig
einen Sprung wie die Natur. Aller geschichtliche Fortschritt voll--
zieht sich in einer allm#hlichen, durch zahllose, kaum merkbare
Ueberginge vermittelten Umbildung der Gedanken. Das anschei-
nend vollig Neue, das gelegentlich zum Vorschein kommt, einen
bestimmten Zeitabschnitt charakteristisch zu beherrsehen, ist in der
Tat nur das Endresultat jenes langsamen Liuterungsprocesses; es
zerreifst nicht die feinen Faden des geschichtlichen Zusammenhangs,
sondern bildet nur den Knotenpunkt, der einen grofseren Teil des
verwickelten Geflechtes zusammenhiilt. Allerdings lisst sich der
Fortschritt des Wissens und Konnens keiner geraden Linie ver- -
gleichen, aber die gerade Linie ist auch nur im leeren Raume der
kiirzeste Weg; sie kann zum lingsten werden, wenn eine noch so
vielfach verschlungene Curve sicherer und bequemer an den Hinder-
nissen vorbei fihrt.

Jener Vergleich der Gegenwart mit der eklektischen Periode
des vorigen Jahrhunderts soll demnach nicht den Sinn haben, die
Unproductivitit, die man der letzteren so vielfach zum Vorwurf
gemacht hat, auch als ein Merkmal unsecrer Zeit zu behaupten. So
wenig in einem solchen Vergleich im Grunde ein Vorwurf loegen
kinnte, der gegen den einzelnen gerichtet wire, da er unserer Zeit
vur eine besondere geschichtliche Aufgabe zuerteilt, so ungerecht-
fertigt wire es trotzdem, eine solche Meinung in denselben hinein-
zulesen. Denn es kommt nnch hinzu, dass unsere Zeit trotz dieser



3

formalen Aehnlichkeit des geschichtlichen Processes, in dem sie lebt,
doch auch durch hochst bedeutsame materielle Differenzen von jener
Epoche geschieden ist. Diese ergeben sich nicht blofs daraus, dass
ein Zeitraum von mehr als hundert Jahren beide Perioden trennt,
dass also reichere und tiefere Aufgaben der Gegenwart zur Losung

- vorliegen, sondern vor allem daraus, dass ihr eine wesentlich ver-

schiedene Leistung vorgeschrieben ist, da dem &hnlichen Kntwick-
lungsgang nicht die gleichen Ursachen vorausgegangen sind.

Der Eklekticismus jenes Zeitalters, das der Bliiteperiode Deutsch-
lands in Literatur und Philosophic vorausging, entsprang aus dem
Ausbreitungsprocess der wolffischen Schule. Wolff hatte die leib-
nizischen Gedanken so systematisch geordnet und ausfiihrlich ent-
wickelt, dass seine zahlreichen Schiiler, denen an dem System selbst
wenig zu verndern blieb, zu dem Versuch gefiihrt wurden, dasselbe
auf die sogenannten positiven Wissenschaften zu tibertragen. Damit
aber war der Anlass zur cklektischen Verflachung derselben gegeben.
Denn in der Beschiftigung mit den conereteren Fragen der einzel-
nen Disciplinen ging den Philosophen einerseits das Interesse an
den allgemeineren, fiir die Ansicht der Zeit im wesentlichen voll-
‘endeten Speculationen verloren, andrerseits aber beeimnflusste das zu
formende Material der besonderen Wissenschaften die Kategorien,
die es ordnen soliten, in demselben Mafse, als es ihnen fiigsam ge-
macht wurde, und zwar, wie die Natur einer solchen Wechselwir-
kung von selbst ergiebt, in der Weise, dass die ordnenden Begriffe
allmihlich immer unbestimmtere Fassung erhielten. Es giebt nichts
biegsameres als den Gedanken. War somit die Richtung zum Eklek-
ticismus gegeben, so erhielt derselbe sein spezifisches Geprige durch
die systematischen Einfliisse, welche von aufsen her in die Gedanken-
reihen der Schule eindrangen. Diese gingen von der allmiihlich in
Deutschland sich verbreitenden empiristischen und sensualistischen
Philosophie Englands und Frankreichs aus, und sie konmten die
herrschenden Schulbegriffe um so leichter modificiren, als ihre eige-
nen Grundbegriffe den Erfahrungswissenschaften niher standen und
deshalb leichter auf dieselben iibertraghar waren als jene. Diese
~ Verkniipfung der verschiedenartigen Gedankenmassen nun blieb eine

oberflachliche, eklektische, so lange der innere Gegensatz zwischen
ihnen, besonders der Antagonismus der rationalistisch-realistischen

Philosophie Deutschlands und der empiristisch-idealistischen Eng-
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lands nicht zum Bewusstsein gelangte. Erst als die mannigfachen
haltlosen Anpassungsversuche jenen Zwiespalt lebhafter offenbarten,
konnte eine fundamentale Einigung beider erstrebt werden. So
wurde Kant der Wortfiihrer einer neuen Zeit.

Seinem Inhalt wie seinem Ursprung nach ist der Eklekticis-
mus der Gegenwart von jener geistizen Bewegung wesentlich ver-
schieden. Seine Ursachen liegen nicht in dem Versuch einer herr-
schenden philosophischen Schule, den allgemeinen Wissensschatz
ihrem vermeintlich in sich vollendeten Gedankenapparat anpassen
zu wollen, sondern vielmehr in dem Bediirfnis der besonderen Dis~
ciplinen, vor allem der Naturwissenschaften, sich itber das in hohem
Grade erweiterte und gelduterte Spezialwissen mit Hilfe philosophi-
scher Theoreme zu orientiren, nicht blofs um ihren Besitzstand zu
ordnen, sondern auch um sich die eigentliche Bedeutung desselben
klar zu machen. Schon dieser Ursprung macht deutlich, dass das
hauptsidchlichste Ferment des neuen Processes in den neugewonne-
nen naturwissenschaftlichen Spezialergebnissen liegen werde, die zu
allgemeinerer Fassung der Forschungsresultate dréingen und dadurch
die Frage nach den Grenzen ihrer Wirksamkeit entstehen lassen.
Dasgselbe ergiebt sich, sobald man den Zustand der philosophischen
Wissenschaften in Betracht zieht, auf den diese naturwissenschaft-
lichen Bestrebungen trafen. Die herrschenden philosophischen
Systeme huldigten ohne Ausnahme cinem Rationalismus, der die -
lebensfrischen empirischen Bemiihungen der Naturwissenschaften
schon lange in einen schneidigen Gegensatz gegen alle philoso-
phische Reflexion gebracht hatte. Da kein einziges derselben
demnach den andersgearteten Bediirfnissen der empirischen For-
schung geniigte, so war es natiirlich, dass diese sich. demjenigen
Systeme zuwandte, dessen glinzende, aber schuell voriibergehende
Erfolge gerade die Teile seiner Lehrmeinungen am wenigsten hatte
zur Entfaltung kommen lassen, welche die fruchtbarsten Keime einer
gesunden Fortentwicklung in sich bargen: das philosophische Inter-
esse der erstarkenden Naturwissenschaft richtete sich auf Kants
kritischen Idealismus. Dasselbe war zwar, wie das Beispiel J. Miil-
lers und Virchows beweist, gerade bei den hervorragendsten Ver-
tretern der empirischen Forschung, auch in der Zeit vollstandigster
Abwendung von der Speculation, niemals ganz erloschen, aber erst
Helmholtz gebiihrt das Verdienst, mit jenem gliicklichen Takt,
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der iiberall das Ergebnis eindringender Durcharbeitung einer ge-
gebenen Weltanschauung zu sein pflegt, auf Kants bedeutungsvolle
Untersuchungen energisch hingewiesen zu haben. Gerade in dem
Grenzgebiete der Sinnesphysiologie mussten philosophische Fragen,
und zwar besonders psychologische und erkenntnistheoretische, zu-
erst rege werden. v :
Die Vertreter der tonangebenden rationalistischen Systeme ver-
hiclten sich dieser eben entstandenen Bewegung gegeniiber anfangs
begreiflicher Weise fast vollkommen ablehnend. Nur wenige, be-
sonders unter den Anhiingern Herbarts, denen psychologische
Untersuchungen durch die Natur ihres Systems schon nahe lagen,
wussten in das neu erschlossene Gebiet der Sinnesphysiologie for-
dernd einzugreifen. Nur einzelne unter den selbstiindigen Denkern
jener Zeit, von denen statt vieler nur Fechner und Lotze zu nen-
nen sind, nahmen an der neuen Arbeit hervorragenden, begriinden-
den Anteill. Dennoch konnten sich auf die Dauer auch die iibrigen
der frischen Stromung nicht entziehen; selbst die Schule Hegels
musste sich dazu verstehn, ihre constructiven Begriffsformen dem
verdnderten Wissensstand anzupassen. So begannen sich die alten
Schulen allmihlich aufzuldsen. Erst die jiingere Generation aber
nahm den neuerworbenen Boden, dessen Ausdehnung und unver-
kennbare Fruchtbarkeit reiche Ernte versprach, mit fast ungeteil-
tem Eifer in Besitz; und mit nicht geringerem Eifer suchte sie im

 Anschluss an jene Erinnerung, der Helmholtz am lebhaftesten

Ausdruck verliehen, die Gesichtspunkte, die ihre Arbeit leiten soll-
ten, in Kants Kritik der reinen Vernunft. Der gegenwirtige Er-
folg dieses Anschlusses wird charakterisivt durch die vielfach ein-
ander durchkreuzenden philosophischen Ueberzeugungen, die nur
- durch ihr gemeinsames Interesse an der Psychologie und Frkenntnis-
theorie als zusammengehorig erscheinen, allmihlich aber, und wie
es scheint, immer entschiedener durch die Einflissse der empirischen
Schulen Englands in ein neues Bett geleitet werden. Es bleibt ab-
~zawarten, in wie weit dadurch der kaum erst beackerte Boden, auf
dem vorldufig noch manches Unkraut tippig emporwuchert, zu gleich-
miifsiger Fruchtharkeit gebracht werden kann.

Auch die naturwissenschaftlichen Forscher aber ahmten dem
Beispiel, das die ersten unter ihnen gegeben hatten, nicht ohne wei-
teres nach. Der Gegensatz gegen die speculative Philosophie, welche
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die Zeit ungebiihrlich beherrschte, und die empirische Vercinzelung
der Studien, die durch das iiberaus schnell anwachsende Material
des Naturwissens hervorgerufen war, machten die Gesammtstim-
mung einer philosophischen Vertiefung fiirs erste wenig geneigt.
Nur wenige der tiichtigsten Forscher schlossen -sich wenigstens im
allgemeinen den verinderten Forderungen an. Die grofse Masse
der iibrigen trat sogar scheinbar in einen schroffen Gegensatz gegen
eine solche Anlchnung an die Philosophie; sie wandte sich jenem
Materialismus zu, der den naturwissenschaftlichen Bestrebungen der
Zeit von etwa 1850 bis ungefihr 1867 den Stempel aufgedriickt hat.
Jedoch dieser scheinbare Gegensatz gegen eine philosophische Durch-
dringung der Naturerkenntnis war in der Tat nur ein Zeichen des
Einflusses, den dieselbe auch in weiteren Kreisen bereits gewonnen
hatte. Denn der Materialismus ist nicht sowol eine Beruhigung des
sogenannten gesunden Menschenverstandes bei den Spezialergeb-
nissen der empirischen Forschung, als vielmehr ein philosophischer
Systemsversuch, der an Dogmatismus seinem Antipoden, dem ratio-
nalistischen Spiritualismus, um nichts nachsteht. Er ist jenes alte
philosophische System, welches immer das Resultat einer Verbin-
dung unfertiger metaphysischer Speculation mit iiberwiegend reicher
naturwissenschaftlicher Anschauung gewesen ist. Der Materialismus
war somit der erste Erfolg der neu erwachten allgemeinen Teil-
nahme an philosophischer Reflexion; die anmalsende Sicherheit seines
Auftretens war nur der Riickschlag gegen die vornehm abweisende
Stellung, welche die Zeitphilosophie der Naturwissenschaft gegen-

. liber lange Zeit eingenommen hatte. Jedoch dieser Weg, den die

letztere unter der Fiihrung des Materialismus eingeschlagen hatte,
konnte auf die Dauer nicht innegehalten werden, da die Errungen-
schaften der kantischen Philosophie, die dem Bewusstsein der Zeit
immer niher traten, die Unhaltbarkeit des eilig gewidhlten Stand-
punktes zu deutlich erkennen liefsen. So gewannen dle Grundsatze
einer besonneneren Forschung auch innerhalb der Naturwissenschaft
immer mehr Boden; selbst die Anzeichen einer iibermilsigen
Schitzung der philosophischen Behandlung naturwissenschaftlicher
Probleme, die wenigstens von der Tiefe und der Wirksamkeit des
gegenseitigen Einflusses sicheres Zeugnis aﬁlegen, sind nicht aus-
geblieben. | |

So ist denn gegenwirtig ein Einvernehmen zwischen beiden
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Wissenschaften hergestellt, das weder durch einzelne philosophisch
unfertige sjrstematische Versuche der Naturforscher, noch durch
manche naturwissenschaftlich unhaltbare, weil aus unvollstindigem
Wissen entsprungene Versuche der Philosophen, noch endlich durch
die letzten Regungen gegenseitiger Misachtung, durch die auf beiden
Seiten gesiindigt wird, im Ernst getritbt werden kann. __
Naturgemils ist diese Gegeneinanderbewegung der lange feind-
lich gesinnten Disciplinen nicht auf die Grenzgebiete beschrinkt
geblieben, in denen sie thren Anfang nahm. Der befruchtende Ein-
fluss, den die philosophische Orientirung in denselben ausiibte,
konnte den iibrigen Naturwissenschaften nicht unbemerkt bleiben;
andrerseits forderte die reiche Fiille allgemein verwertbarer Er-
kenntnisse, welche die materialen wie die formalen Naturwissen-
schaften angesammelt hatten, zu weiterer Verarbeﬁt‘ung auf. In &hn-
licher Weise haben sich naturwissenschaftliche Kinfliisse in allen
philosophischen Disciplinen geltend gemacht. Die Psychologie ist
durch den Hinzufritt fruchtbringender psycho-physischer Theorien
um ein wichtiges Vermittlungsglied mit den Naturwissenschaften
bereichert worden; sie hat fiberdies gelernt, ihre elementaren Unter-
suchungen nicht linger von speziellen metaphysischen Voraussetzun-
gen abhingig zu machen, sondern die notwendigen Hypothesen
erst im Laufe der Forschung zu bilden. Anch die normativen Wis-
senschaften, die sich auf dieser Grundlage entwickeln, konnten sol-
chen Einwirkungen nicht verschlossen bleiben. Die Logik hat eine
ausgefiibrte Theorie der Induction gewonnen, deren Einfluss auch
die iibrigen von ihr behandelten Fragen in eine verfinderte, hellere
Beleuchtung bringt. Die Erkenntnistheorie hat die bevorzugte Stel-
lung, die ihr unter den philosophischen Wissenschaften gebiihrt,
wiedererlangt. Selbst in der Aesthetik und Ethik trefen natur-
wissenschaftliche Einfliisse an vielen Punkten zu Tage.

Trotz dieser allmihlichen Ausdehnung jedoch ist die neue Be-
wegung, im ganzen genommen, in jenen urspriinglich erregten Grenz-
gebieten einerseits der Sinnesphysiologie, andrerseits der Psycho-
logie und Erkenntnistheorie am intensivsten geblieben. Hier zeigte
gich der Wert der gemeinsamen Arbeit nicht nur am augenfillig-
. sten, weil das Bediirfnis nach derselben hier am stirksten geworden
war, auch der wolempfundene Gegensatz sowol gegen die constructiv
rationalistische Tendenz der herrschenden Schulen als auch gegen
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die haltlosen matorialistischen Theorcme der selbstbewussten Natur-
wissonschatt kam hier am entschicdensten zum Vorschein.

Dicse lebhaft erregte Teilnahme an psychologischen und er-
kenntnistheoretischen Untersuchungen wird auch durch die mathe-
matischen Arbeiten dargetan, deren philosophische Bedeutung zu
charakterisiren Aufgabe der vorliegenden Schrift ist. Es sind dies
dic von Riemann und Helmholtz zuerst cingehend ausgefiihrten
Erorterungen ,iiber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen.“ Dass sie ein Zeichen der philosophischen Richtung
der Zeit sind, beweist schon ihr Ursprung. Denn dass die mathe-
matischen Disciplinen das Bediirfuis empfinden, sich iiber den Um-
fang und den Charakter ihrer allgemeinen Grundlagen zu orien-
tiren, zeugt nicht nur von dem entwickelten Stand der mathema-
tischen Wissenschaft, sondern zugleich auch von dem Interesse der-
selben an der philosophischen Begriindung ihrer Erkenntnisart.
Auch die Schnelligkeit und Allgemeinheit, m der diese abstracten
Untersuchungen Gegenstand der wissenschaftlichen Aufmerksamkeit
geworden sind, deutet auf diesen Ursprung hin. |

Jedoch nicht nur die Stirke, sondern auch die Schwiiche der
- neuen Bewegung tritt an ithnen zu Tage: sie charakterisiren zugleich
die unklare Stellung, welche die Einzelwissenschaften der Philo-
sophie gegeniiber gegenwirtig einzunehmen suchen. Bisher glaubte
die Philosophie, die allgemeineren Prmcipien, welche die undiscu-
tirte Grundlage jener besonderen Disciplinen bilden, selbstindig
und ausschliefslich erdrtern zu miissen, damit der Sinn derselben
und die Grenze ihrer Anwendbarkeit bestimmt werde; jetzt meinen
die letzteren, nicht nur die Discussion aller jener verschiedenartigen
Principien selbst tibernehmen zu diirfen, da die Erkenntnis ihrer
Bedeutung nur aus der vollen Einsicht in die Art ihrer Beziehung
auf das Finzelne herleitbar sei, sondern auch die Resultate dieser
Discussion allgemein philosophisch verwerten zu kénnen, da diese
Verwertung sich aus der so erlangten Erkenntnis von selbst ergebe.
Es ist hier nicht der Ort, darzulegen, dass diese Uebereilung dem
fiir sich berechtigten Streben entspringt, die objectiven Grund-
begriffe der Einzelwissenschaften, deren Bestimmung in der Tat
Sache der besonderen Forschung ist, von den subjectiven Erkenntnis-
principien zu sondern, deren Erérterung immer der Philosophie ver-
bleiben muss; es geniigt vielmehr, darauf hinzuweisen, dass ein Teil



vermeintlicher Consequenzen der oben genannton Arbeiten von vielen
in einem Sinne beurteilt wird, der jene extreme Tendenz der
gegenwirtigen Bewegung wirklich kennzeichnet. Zum ersten Male
- wol ist in denselben versucht worden, bedeutsame psychologische
und erkenntnistheoretische Ergebnisse durch rein mathematische
und mechanische Erérterungen zu gewinnen, wihrend die Geschichte
der Philosophie allerdings umgekehrt die verschiedenartigsten Ver-
suche aufweist, nicht blofs iiber Inhalt und Form der Mathematik
im allgemeinen, sondern auch iiber manche besondere Probleme
derselben auf dem Wege rein- philosophischer Reflexion zur Ent-
scheidung zu kommen. Nun ist es zwar selbstverstindlich, dass die
sichere Erkenntnis der objectiven Grundbegriffe einer Wissenschaft
bedeutsame Riickschliisse auf die Beschaffenheit der Erkenntnis-
principien, die in ihnen zum Ausdruck kommen, zu machen erlaubt,
da hier wie iiberall die objectiven und die subjectiven Elemente
des Wissens im engsten Zusammenhang stehen; es ist jedoch wol
zu beachten, dass die ersteren nicht cinen eigentlichen Beweisgrund,
sondern nur einen DBestitigungsgrund fiir die Beschaffenheit der
letzteren abzugeben vermégen. Denn leicht fithrt ein solcher Man-
gel an Unterscheidung zu einer falschen Schitzung der Tragweite
der so gewonnenen Kinsicht, die auch bei der Beurteilung dieser
mehr erwihnten Arbeiten Platz gegriffen hat.

Diese Vermischung naturwissenschaftlicher und philosophischer
Erkenntnisgebiete, welche das Urteil iiber den eigentlichen Sinn
der Ergebniste jener Untersuchungen verwirrt, sowie auch die
hastige Teilnihme, welche dieselben trotz ihrer mathematisch ab-
stracten Natur iiherall gefunden haben, machen es begreiflich,
dass dieselben bisher in entgegengesetztestem Sinne verstanden
werden konnten. Denn so sehr die Begriinder dieser Erorterun-
gen, unter denen neben Riemann und Helmholtz vor allen noch
Gauss zu nennen ist, iiber die Bedeutung ihrer Resultate iiberein-
-stimmen, so vorsichtig sie im allgemeinen ihre philosophische Trag-
weite abgrenzen, so weit geht doch das Urteil der vielen Inter-
pretatoren derselben auseinander, so unbeschrankt ist die aner-
kennende oder abweisende Schitzung derselben. Das Gewirr der
Meinungen ist um so verwickelter, als in ihnen iiberdies psycholo-
gische Theorien und erkenntnistheoretische Uebérzeugungen oft ohne
erkennbaren Zusammenhang durcheinander laufen. Denn schon
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bei den genannten crsten Bearbeitern des ganzen Gebicts ver-
bindet sich die psychologische Apnahme, dass hier Stittzpuukte
fir die cmpiristische Theorie zu finden seien, mit der erkenntnis-
theorctischen Doctrin, welche dem Raum als solchem objective Rea-
litdt zuschreibt. Als eine sachlich .nothwendige tritt diese Verbin-
dung bei den zahlreichen Anhingern der neuen mathematischen
Theorie hervor, von denen unter den Mathematikern O. Rosanes,
unter den Philosophen Ed. v. Hartmann genannt werden mogen.
Ihnen schliefsen sich offenbar die meisten unter den matliematischen
Anbiingern an, deren beziigliche Schriften die philosophischen Con-
sequenzen der neuen Lehre wenig oder gar nicht berithren. Nur
die Mathematiker der Schule Herbarts, als deren Wortfithrer hier
Drobisch gelten darf, sind davon ausgenommen, da Herbarts
Unterscheidung des intelligibeln und sinnlichen Raumes einem sol-
chen Zusammenhange widerstrebt. Andere dagegen, in deren Namen
etwa O. Liebmann gesprochen hat, finden, dass hier ein weiterer
Beweis fiir die rein subjective blols phénomenale Natur unserer
Raumanschauung vorliege; auch bei ihnen treten die vermeintlichen
erkenntnistheoretischen Beziehungen der mathematischen Ergeb-
nisse in den Vordergrund. FEinen Standpunkt vorsichtiger Zuriick-
haltung nimmt Wundt emn. Er erkennt an, dass die neue Raum-
theorie die Resultate der physiologischen Analyse, die zu einem
synthetischen Empirismus fithre, in allen Puokten bestatige, aber
er scheint dagegen Einsprache zu erheben, dass dieselbe irgendwie
erkenntnistheoretisch verwertet werde. A. Lange geht noch einen
Schritt weiter. Er findet in jenen geometrischen ,Speculationen
bis jetzt nichts weiter als mathematische Ausfihrungen der blofsen
Denkbarkeit eines generellen Raumbegriffs, der unsern euklidischen
Raum als Spezialitit in sich begreift’; er bestreitet also das Recht,
irgendwelche philosophische Consequenzen aus denselben zu ziehen.
- Genau die gleiche Ansicht ither die philosophische Bedeutungslosig-
keit der mathematischen Theorie, die sie als solche allerdings
besser zu wiirdigen wissen, haben Felix Klein und Richard
Baltzer ausgesprochen. Vollkommen abweisend, auch gegen die
mathematische Theorie, verhalten sich einerseits Diihring, andrer-
seits W. Tobias und etwa J. K. Becker. Der erstere findet in ihr -
eine ,auch der Mechanik drobende Untergrabung der geometrischen
Axiome, die durch eine unhaltbare Verdinglichung des Unendlich-
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grofsen hervorgerufen sei®; er teilt sie deshalb den Metaphysikern
zu, ,,die hier mit Befriedigung wahrnehmen konnen, dass diejenigen
Friichte, deren Erzielung sie sich allein zuzutrauen pflegen, auch
gelegentlich auf dem Boden der Mathematik reifen. Nicht viel
weniger energisch lautet der Protest von Becker und Tobias,
welche in dem kritischen Idealismus Kants die Beweise finden, die
alle diese Entwicklungen als gegenstandslos und in sich wider-
sprechend kennzeichnen.

Diesem bunten Gewirr von Auffassungen gegeniiber erscheint
es notwendig, zunichst auf den eigentlichen Gregenstand des Streites
wieder zuriickzugehen, um seinen engeren mathematischen Sinn, der
den Ausgangspunkt fiir alle diese Differenzen bildet, moglichst scharf
zu bestimmen. Ist dieser einmal eindeutig festgestellt, dann wird
es auch moglich sein, die psychologischen und erkenntnistheore-
tischen DBeziehungen, die sich etwa als notwendig ergeben, dem
Widerspruch der Meinungen zu entriicken.

Es wird jedoch zweckmilsig sein, einige erliuternde Andeu-
tungen iiber die geschichtliche Entwmklung der zu behandelnden
Probleme vorherzuschicken.




ERNTES CAPITEL.

UR ENTWICKLUNGSGESCHICHTE DES AXIOMEN-
SYSTEMS.

Wir gehen, um uns iiber das Wesen der in Betracht kom-
menden Probleme zu orientiren, von den Voraussetzungen aus,
welche der Geometrie nach dem Vorgange Euklids zu Grunde ge-
legt werden. Diese. Voraussetzungen sind nach der jetzt iiblichen
Unterscheidung, deren Sinn wir an spéterer Stelle zu besprechen
haben, doppelter Art. Es sind einerseits Axiome d. i. unmittelbar
evidente und eben deshalb unbeweishare, nicht auf einfachere Vor-
stollungen zuriickfithrbare Sdtze, die sich teils auf allgemeine
Grofsenverhiltnisse beziehen, teils die wesentlichen Bestimmungen
unserer Raumanschauung enthalten, es sind andrerseits Definitio-
nen, welche die Grundbegriffe fiir die Constructionen im - Raume
entwickeln. Zu den letzteren gehoren z B. die Definitionen des
Punktes, der Linie, der Fliche, der Winkel u. s. w. Von den beiden
Klassen der Axiome enthilt die erstgenannte diejenigen Grundsatze,
welche das gemeinsame Fundament aller mathematischen Wissen-
schaften bilden. Die sieben hierhergehorigen Axiome Kuklids las-
sen sich, wie wir mit Helmholtz ! annehmen, auf zwei zuriickfithren,
die wir kurz als Axiome der Grofsengleichheit bezeichnen
wollen, nimlich:

! Hermuowrz, Populdire Vortrdge. Heft 1. 2. Aofl. Braunschweig 1876.
S. 19 ff. Ueber die Grinde, welche dazu fithren, die drei Axiome dessel-
ben in zwei Gruppen zu sondern, vgl. das letzte Capitel dieser Schrift.
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I.  Wenn zwei Grofsen einer dritten gleich sind, so

' sind sie unter sich gleich,

IL. a. Gleiche Grofsen, zu gleichen Grolsen addirt, geben

Gleiches, - |

b. Gleiche Grofsen, zu ungleichen Grofsen addirt,

geben Unglelches
Die zweite Klasse der oben angefiihrten Axiome dagegen bezieht
sich speziell auf unsere Raumvorstellung, sie enthilt die wesent-
lichen Eigenschaften, die wir dem Raume zum Zweck der Ableitung
der geometrischen Lehrsitze zuschreiben miissen. Wir wollen sie
entsprechend der ersten Klasse Axiome der Raumvorstellung
nennen, Hierher gehort z. B. der dem zwolften Axiom Euklids
dquivalente Satz, dass sich zwei gerade Linien pur in einem Punkte
schneiden konnen, sowie als das bekannteste von allen das elfte
euklidische Axiom, welches besagt: Wenn eine gerade Linie zwei
andere so schneidet, dass die Summe der inneren Winkel, die an
derselben Seite der Schneidenden liegen, kleiner als zwei Rechte ist,
so treffen jene beiden Linien, hinreichend verlingert, an dieser
‘Seite zusammen,

Die Grundlagen der geometrischen Wissenschaften sind durch
diese letzte Klasse der  Grundsitze, die Axiome der Raumvor-
stellung, offenbar am schirfsten bestimmt. Denn die Axiome der
Grofsengleichheit umfassen, wie schon angedeutet, sofern sie die

. Grundlagen der reinen Mathematik bilden, die allen mathema-

tischen Disciplinen gemeinsamen Voraussetzungen. Jene Definitio-
nen ferner, welche die Grundbegriffe der geometrischen Construc-
tionen entwickeln, setzen die Raumvorstellung, deren Natur den
wissenschaftlichen Charakter der Geometrie bedingt, und damit die
Axiome dieser Raumvorstellung, welche denselben zum Ausdruck
bringen, schon als gegeben voraus. Sie sind nur zweckmilsig ge-
wihlte Abstractionen aus der Raumvorstellung, deren Bedeutung
‘lediglich darauf beruht, dass sie zu fruchtbarer geometrischer Ent-
wicklung dieser Grundlage Aalass geben, und dass sie zu sicherer
und umfassender Anwendung auf das empirisch gegebene, raum-
- erfiillende Material befihigt sind.

Die Geometrie nun besteht in nichts andelem, als in der con-
structiven Uebertragung dieser Anschauvungselemente auf immer
conmplicirtere Raumformen. Die Sicherheit und Consequenz der
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geometrischen Entwicklung muss deshalb, so scheint es, einen Riick-
schluss auf die Evidenz und Notwendigkeit dieses axiomatischen
Fundaments derselben gestatten. Die Geschichte der Geometric
lehrt jedoch das Gegenteil; sie zeigt, dass gerade das Gebiet dieser
einfachsten Voraussetzungen seit dem DBeginn der geometrischen
Wissenschaft ein Tummelplatz ecifriger mathematischer wie philo-
sophischer Streitigkeiten gewesen ist. Und in der Tat ist ein sol-
cher Riickschluss auch nur soweit gerechtfertigt, als er zeigt, dass
fir die bisher errichteten Teile des Lehrgebiudes der Geometrie
keines der grundlegenden Merkmale des Raumes falsch bestimmt
oder ginzlich unbestimmt geblieben ist. Zwel Fragen von tief-
greifender Wichtigkeit werden durch denselben jedoch nicht ent-
schieden, auf die sich deshalb der wissenschaftliche Streit seit alter
Zeit concentrirt hat. Die erste betrifft den systematischen Zusam-
menhang der Axiome Euklids. Es ist ohne weiteres durchaus nicht
. ersichtlich, ob die verschiedenen, hierher gehorigen Annahmen wirk-
lich das notwendige und hinreichende System der Axiome darstel-
len, ob nicht manche einfachste Anschauungsverhéltnisse, etwa weil
sie sich der geometrischen Betrachtung iiberall als selbstverstind-
liche Voraussetzungen aufdriingen, iibergangen worden sind. Es ist
ohne besonderen Beweis ebensowenig klar, ob jene Annahmen in
der Tat Axiome sind, ob sie wirklich einen Beweis weder brauchen
noch vertragen; denn es ist anch hier moglich, dass sich einfachere
Anschauungselemente finden lassen, die ihnen zu Grunde liegen,
und die nur deshalb nicht sofort hervortreten, weil sie wegen ihrer
unmittelbaren Evidenz nicht als besonders zu beachtende Eigen-
schaften unserer Raumvorstellung angesehen werden. Der Wider-
streit der Ueberzeugungen, in dem dieser systematische Mangel zu
seinem geschichtlichen Ausdruck kommt, ist denn auch an jedem
dieser Punkte zum Ausbruch gelangt; beim zweiten allerdings mehr
als beim ersten, deon das Einheifsbediirfnis des menschlichen Geistes
ist fast immer stirker gewesen, als sein Trieb zur Specification.
Besonders das oben erwihnte Parallelen-Axiom wurde der Gegen-
stand solcher Angriffe. Dasselbe tritt aus der Reihe der iibrigen
Axiome insofern heraus, als das Anschauungselement, das in ihm
dargestellt wird, durchaus nicht jene einfache Evidenz besitzt, welche
die iibrigen charakterisirt; verlangt es doch, dass wir unsere Raum-
vorstellung zur Unendlichkeit erweitern. Schon frith hatte man



iiberdies bemerkt, dass dies Axiom in einem engeren Verhiltnis
zu einem der Lehrsitze Euklids stand, als irgend ein anderes.
Schon dem Commentator Proclus war bekannt, dass dasselbe im
Grunde nur eine Umkehrung des sichzehiiten Theorems sei, welches
behauptete, dass in jedem Dreieck die Summe zweier Winkel kleiner
als zwel Rechte ist. So versuchte man denn auf Grund dieser letz-
teren Wahrnehmung bald, fiir das Axiom einen Beweis zu finden,
sei.es, dass man dasselbe auf ein einfacheres Anschauungsverhiltnis
zuriickzufilhren suchte, sei es, dass man sich bemiihte, es als eine
Folge der iibrigen Axiome darzustellen. Ebensowenig fehlte es an
Bestrebungen, das Axiom in Folge seiner mangelhaften Evidenz
ganz zu beseitigen; man versuchte, die Parallelentheorie ohne das-
selbe oder einen ihm Aquivalenten Grundsatz darzustellen. Jedoch
alle diese Bestrebungen blieben ohne nachhaltigen Erfolg. Es ge-
lang nicht einmal, dem euklidischen Satz eine wesentlich evidentere
Fassung zu geben, vielweniger noch, es aus den iibrigen Axiomen.
abzuleiten; als vollkommen aussichtslos endlich erwiesen sich die
Versuche, es ganz zu eliminiren. Gauss konnte noch im Jahre 1816
schreiben 1: ,,Es wird wenig Gegenstéinde im Gebiete der Mathe-
matik geben, iiber welche so viel geschrieben wire, wie iiber die
Liicke im Anfange der Geometrie bei Begriindung der Theorie der
Parallellinien. Selten vergeht ein Jahr, wo nicht irgend ein neuer
Versuch zum Vorschein kime, diese Liicke auszufiillen, ohne dass
wir doch, wenn wir ehrlich und offen reden wollen, sagen kénunten,
dass wir 1m wesentlichen irgend weiter gekommen wiren, als Eu-
klides vor zweitausend Jahren war. Ein solches aufrichtiges und
uhumwundenes Gestdndnis scheint uns der Wiirde der Wissenschaft
angemessener, als das eitele Bemiihen, die Liicke, die man nicht
“ausfiillen kann, durch ein unhaltbares Gewebe von Scheinbeweisen
zu verbergen.

Es handelte sich jedoch fiir das wissenschaftliche Interesse
nicht blofs darum, die Liicke auszufiillen, welche den Zusammen-
hang des Parallelensatzes mit den iibrigen Axiomen verbarg. Ein
zweites, allgemeineres Problem war ebenfalls ungeldst; denn trotz
aller Evidenz des Anschauungsinhaltes der Axiome gelang es nicht
die Art thres Ursprungs festzustellen. Diese Frage gehorte zwar

L T
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1 Géttinger gelehrte Anzeigen 1816, S. 618.



— 16 —

nicht mehr vor das Forum der Mathematik, denn sie betraf nicht
die objectiven Grundlagen, sondern die subjectiven Erkenntnis-
quellen derselben, dennoch mussten die psychologischen und erkennt-
nistheoretischen Untersuchungen, die zu ihrer Beantwortung fiihr-
ten, nicht nur den Philosophen, sondern auch den Mathematiker
lebhaft interessivren. Galt es doch die Stellung der Geometrie im
(rebicte des wissenschaftlichen Erkennens klarzulegen. Und diese
Stellung war eigentiimlich genug, wm die verschiedenartigsten Er-
kldrungen moglich zu machen. Im Gegensatz zu allen iibrigen
Wissenschaften, im Gogensatz selbst zu den anderen mathematischen .
Disciplinen, die in langsamer Entwicklung fortschritten, erschien das
Lehrgebiiude der Geometrie schon durch den ersten eingehenden syste-
matischen Entwurf fast in allen Teilen vollendet. Und in demselben
Malse, als sie in sich vollendet war, konnte sie auf das empirische, raum-
erfilllende Material iibertragen werden. Keine Erfahrung vermochte
jhre Satze zu corrigiren; alles sinnliche Wissen wurde vielmehr in
ihre Formen gezwungen. Schon frith wurde sie deshalb in den
metaphysischen Gegensatz der philosophischen Systeme hineinge-
zogen; seit den Zeiten von Descartes und Locke, in denen sich der
alte metaphysische Widerstreit zwischen Realismus und Nominalismus
zu dem kritischeren, erkenntnistheoretischen Gegensatz zwischen
Empirismus und Rationalismus vertiefte, wurde sie sogar von den
beiden einander zuwiderlaufenden Ueberzengungsrichtungen gleich
sehr als wichtiges Beweismittel in Anspruch genommen. Wurden
- die einen durch den wesentlich deductiven Charakter ihrer Beweis-
fithrung, sowie durch die Notwendigkeit und Allgemeinheit ihrer
Ergebnisse dazu gefiihrt, ihre grundlegenden Vorstellungen als an-
geborene Ideen oder als apriorische Formen aufznfassen, so beriefen
sich die anderen auf den tatsichlichen Zwang friith erworbener, ein-
facher Associationen, sowie auf die Abhingigkeit der geometrischen
" Formen von den Formen der empirischen Objecte, aus denen sie
durch Generalisation gebildet seien, um den - Erfahrungsursprung
- der ilibrigen Erkenntnis auch der Geometrie zu vindiciren. Auch hier
concentrirte sich der Streit naturgemils auf die Axiome als die -all-
gemeinsten Pramissen des geometrischen Syllogismus., Jedoch auch
diese Beschrinkung fithrte zu keiner festen Entscheidung. Bis auf
die neueste Zeit gehen die Ueberzeugungen in alter Schirfe aus-
cinander. Nur die allen philosophischen Lehrmeinungen eigene
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Uebherzeugungskraft, die das notwendige Ergebnis des gegenwiirtig
erst erreichten, unfertigen Zustandes ihrer einzelnen Disciplinen ist,
macht es begreiflich, dass keiner unter ihren hervorragendsten Ver-
tretern sich jene Freiheit ‘des Urteils bewahren konnte, die in
(rauss’ oben citirten Worten hervortritt. '

Diese beiden Problemreihen nun sind es, welche die Unter-
suchungen von Riemann und Helmholtz iiber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen, gestiitzt auf neue mathe-
matische Theoreme, zu losen versuchen. Sie beantworten die erste
Frage nach dem Zusammenhang der euklidischen Axiome durch
den Nachweis, wie das emfachste aber vollstindige System der
Axiome der Raumvorstellung aufzufinden und ndher zu bestimmen
ist; sie erkliren dadurch zugleich, wie jene Liicke in den Axio-
men entstanden ist und weshalb sie bisher nicht auszufiillen war.
Beziiglich der zweiten I'rage nach dem Ursprung und der Bedeu-
tung dieser Grundsitze gelangen sie zu einem Resultat, das die
Lehrmeinungen der empiristischen Psychologie und Erkenntnistheorie
in allen wichtigen Punkten bestéitigt und sie deuten auch hier auf
die Griinde, deren Nichtberiicksichtigung ein allgemeines Einver-
stindnis in diesem Sinne bisher unmoglich gemacht hat. -

. Wollten wir die Bedeutung dieser Discussionen, abgesehen von
ihrem spezielleren Inhalt, nur nach den allgemeinen Gesetzen ge-
schichtlicher Entwicklung beurteilen, so wiirde uns schon der Zu-
sammenhang, den sie zwischen der rein mathematischen sowie der
psychologischen und erkenntnistheoretischen Seite des Axiomenpro-
blems zum ersten Male nachgewiesen haben, von ihrem Werte iiher-
zeugen. Denn so bedingungslos auch anerkannt werden muss, dass
die Aufgabe der psychologischen und erkenntnistheoretischen Er-
orterung von den Zwecken der mathematischen Analyse hier wie
itberall spezifisch verschieden ist, so selbstverstindlich ist es doch
wiederum, dass nur die volle Durchdringung des objectiven Fun-
daments die subjective Bedeutung desselben als eines Erkenntnis-
principes klarlegen kann. Nur deshalb waren beide Fragen bisher
getrennt, wetl die mathematische Erkenntnis der Grundlagen der
Geometrie nicht weit genug fortgeschritten war, um der philoso-
phischen Discussion, die allgemeine (Gesichtspunkte beansprucht,
bestimmtere Anhaltspunkte zu geben, und weil die philosophische
Ueberlegung nicht genug festen Grund unter sich hatte, um die

Evdmann, Geom. AXione, 2



spezielleren Probleme der fachwissenschaftlichen Kinsicht etwa
durch charakterisirende, scharfe Beleunchtung ihrer einzelnen Teile
blofszulegen und dadurch eine Weiterbildung derselben zu ver-
anlassen.

Die’speziellere Betrachtung deg Inhalts der erwihnten grund-
legenden Untersuchungen wird dieses allgemeine Urteil bestiitigen.

In diese rein mathematische Erorterung, za deren Besprechung
wir uns nunmehr wenden, fithrt uns am besten die Darlegung der
Versuche ein, die ein abschliefsendes Ergebnis allmihlich herbei-
gefiihrt haben.

Dem grofsten unter den franzosischen Geometern, Legendre,
war es vorbehalten, den ersten Schritt zur Vervollstindigung und
Vereinfachung des Axiomensystems zu tun. Schon in den ersten
Auflagen seiner berithmten FEléments de GHéomélrie hatte er das
elfte Axiom Euklids aus der Reihe der Axiome entfernt, um es
einem bhesonderen Beweis zu unterwerfen, der es den itbrigen Liehr-
satzen der Geometrie coordiniren sollte. Die Voraussetzung, dass
von einem Punkte zu einem andern nur eine einzige gerade Linie
cezogen werden konne, ein Aequivalent des zwilften euklidischen
Axioms, war der einzige auf unsere Raumvorstellung speziell beziig-
liche Grundsatz, den er beibehalten hatte. Jedoch die Beweise des
Parallelensatzes, die er anfangs gegeben hatte, geniigten ithm selbst
bald so wenig, dass er voriibergehend zn der hergebrachten eukli-
dischen Auffassung zuriickkehrte. Erst nachdem er im Jahre 1833
eine eingehende Untersuchung der Elementarsitze der Parallelen-
theorie der Pariser Akademie vorgelegt hatte!, kamen seine An-
gichten zum Abschluss. Die Definition der Parallellinien, die er
seinen Arbeiten zu Grunde legte, war die folgende: ,Parallellinien
sind solche, die, in einer und derselben Ebene gelegen, mit einer
dritten zwei innere Winke! bilden, deren Summe zwei Rechte be-
trigt.“ Der Inhalt des euklidischen Axioms wird demnach durch
zwel Lehrsitze ausgedriickt. Zuerst nidmlich ldsst sich' behaupten:
Zwei Parallellinien konnen sich nicht schneiden, soweit man sie
auch verlingern moge. Der Beweis dieses Satzes, der nichts als
eine selbstverstindliche Folgerung aus der Definition enthilt, liefs

't LEGENDRE, Réflexions sur différentes manitres de démontrer la théorie
des paralléles. Mém. de 'Acad. T. XII. 1833. '



— 19 _

sich ohne Mithe finden. In den Beweisen dagegen, welche die zweite
Behauptung bekriiftigen sollten, dass zwei Linien, hinreichend ver-
lingert, convergiren oder divergiren, falls die Summe der innern
Winkel kleiner oder grosser als zwei Rechte ist, kam die alte
Schwierigkeit in voller Kraft zum Vorschein. Er konnte dem Theo-
rem zwar eine pricisere Fassung geben, indem er hervorhob, dass
dasselbe identisch sei mit dem Lehrsatz, wonach die Winkelsumme
im ‘geradlinigen Dreieck gleich zwei Rechten sei; jedoch nur den
einen Teil auch dieser Behauptung, dass néimlich jene Summe nicht
grofser als zwel Rechte sein konne, kounte er auf das Axiom iiber
die gerade Linie zuriickfiihren, also streng beweisen; vergeblich
jedoch waren seine Versuche, auch den zweiten Teil derselben, dass
jene Summe nicht kleiner sein konne als zwei Rechte, auf diese
Weise abzuleiten. In allen seinen complicirten Beweisen dieses
Satzes lassen sich Voraussetzungen aufzeigen, die dem zu beweisen-
den Theorem im Grunde gleichwertig sind. Nur das eine konnte
er dartun, dass die Summe der Dreieckswinkel in jedem Dreieck-f}
zwei Rechte betragen miisse, wenn sie in einem diesen Wert habe.”
Er selbst allerdings war zu der Ueberzeugung gekommen, dass ihm
der Beweis vollkommen gelungen sei, und dass der Grund des Mis-
lingens der fritheren Versuche lediglich in der Unvollkommenheit
der Sprache und in der Schwierigkeit, eine gute Definition der ge-
raden Linie aufzufinden, gesucht werden miisse. ?

So wesentlich diese Beweisversuche des grofsen Mathematikers
anch zur Aufklirung des eigentlichen Inhalts des euklidischen Axioms
beitrugen, so waren sie doch aus der Richtung der fritheren Be-
strebungen in keiner Weise herausgetreten. Nur die Ueberzeugung
hatten sie verstiarkt, dass der Satz auch durch die schirfste Analyse
seines Inhalts nicht beweisbar werde, sobald keine ihm inhaltlich
aquivalenten Voraussetzungen zu Hilfe genommen wiirden, dass also
die Dunkelheit, die ihn umgab, nicht auf diesem Wege erhellt werden
konne. '

Unterdessen war die Entwicklung in Deutschland bereits um
eine Stufe weiter gediehen. Kein geringerer als Gauss war es, der
schon lange vor Legendres Beweisversuchen die Gesichtspunkte
gefunden hatte, welche die alte Streitfrage endlich zum Austrag

! LEGENDRE, a. a. 0. 8. 370.
9%
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bringen sollten. Schon in seiner Jugend, im Jahre 17921, hatte
ihn sein umfassender mathematischer Blick zu der Wahrnehmung
gefiihrt, dass die Bemiihungen, das elfte Axiom als einen aus den
iibrigen herleitbaren Lehrsatz darzustellen, nicht nur bisher ver-
geblich gewesen seien, sondern auch stets erfolglos bleiben miissten,
da durch dasselbe den iibrigen Axiomen eine Voraussetzung hinzu-
gefiigt werde, die nicht notwendig mit ihnen verbunden zu sein
brauche. Daraus aber folgte, dass die euklidische Geometrie, die
jener besonderen Aufnahme bedarf, nicht das einzig mégliche System
einer solchen Wissenschaft darstelit, dass es also, um mit Gause’
eigenen Worten zu reden, nur eine ungerechtfertigte ,,Gewohnung
ist, die euklidische Geometrie fiir streng wahr zu halten? s
entsteht eine neue, in sich ebenfalls consequente nicht-euklidische
Geometrie, sobald man die Voraussetzung, welche der Parallelen-
satz ausspricht, fallen ldasst. Die Situe derselben miissen allerdings
der anders gewohnten Anschauung fremdartig, ja paradox erschei-
nen, wir haben jedoch kein Recht mehr, sie fiir widersprechend in
sich selbst anzusehen.® Jedoch Gauss erkannte nicht nur die Mog-
lichkeit einer solchen nicht-euklidischen Geometrie, er hat auch
einzelne Abschnitte derselben ausgefiihrt. Schon im Jahre 1822
deutete er in einer Recension eines ncuen Beweisversuches des
Axioms gelegentlich an, dass er die Mittel wisse, iiber das Lehr-
gebiude Euklids hinauszugehen.* Deutlicher noch spricht er sich
gegen Schumacher aus, der ihm in einem Briefe vom Jahre 1831
einen Beweisversuch des elften Axioms vorlegte. Hier fiihrte er
einige Lehrsitze der nicht-euklidischen Geometrie an, die von den
entsprechenden Theoremen der gewohnlichen Geometrie vollstindig
differiren, z. B. den Satz, dass die Peripherien zweier Kreise von
unendlich grossen Radien, deren Halbmesser um eine endliche
Grifse differiren, selbst um eine Grofse verschieden sind, die zu
ithnen ein endliches Verhiltnis hat. IEbenso bemerkt cor, cs sei
der wesentliche Charakter des neuen Systems, dass ¢s in ithm, 1m
Gegensatz zu Kukhds stillschweigend angenommener Voraussetzung,

1 Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. Bd. V, 8. 247.
2 A a. 0. Bd. II, S. 269.

A a. 0.8 269, 270,

t Gattinger gelehrte Anzeigen 1822, S, 1727
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etwas absolut grolses gebe. "Im Jahre 1846 endlich erwdhnt er
in seinem riickhaltslos anerkennenden Urteil iitber Lobatschewskys
bald genauer zu besprechende ,,Geometrische Untersuchungen zur
- Theorie der Parallellinien®, dass er in dem Buche nichts gefunden
habe, was fiir ihn materiell neu sei. Auch iiber den Weg, auf dem
er die Lehrsiitze des neuen geometrischen Systems entwickelt hatte,
geben seine gelegentlichen Andeutungen Aufschluss. Dass er nicht
der synthetischen, constructiven Methode gefolgt ist, die Lobat-
schewsky im Anfang jener Untersuchungen zur Anwendung ge-
bracht hat, sagt er an der oben angefiihrten Stelle direct. Eine
frithere Bemerkung iiber den analytischen Ausdruck, der in der
nicht-euklidischen Geometric den Kreisumfang reprisentire!, be-
stitigt, dass er der allgemecinen und trotzdem bestimmteren Me-
thode analytischer Entwicklung gefolgt ist. Und hierbei ist er, wie
es scheint, von denselben Gesichtspunkten ausgegangen, die spéter
Riemann in bewunderungswiirdiger Weise zur Geltung gebracht
hat. In seinen allgemeinen Untersuchungen iiber die krummen
Fliachen hat er es sclbst angedeutet, dass seine Unterscheidung der
Beugungs- und Kriimmungsverhiltnisse der Flichen, die von Rie-
mann, wie wir genauer noch sehen werden, der allgemeinen Er-
érterung der Mafsbezichungen zu Grunde gelogt wurde, von wesent-
licher Bedeutung fiir die Einsicht in die Grundlagen der Geometrie
sei.2 Auch in anderen Schriften, auf die Riemann selbst hinweist,
sind derartige gelegentliche Bemerkungen enthalten; vor allem lag
auch jene folgenreiche Erweiterung unseres Zahlensystems, die
Gauss zu seiner Theorie der complexen Zahlen fiibrte, ganz auf
dem Wege jener spiteren Entwicklung, sofern sie lehrte die Zahlen-
rethe zu einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu erweitern.
Auch jene ofter schon citirte Aeulserung, die Sartorius von Wal-
tershausen aufbewahrt hat® kann in diesem Zusammenhang ge-
deutet werden. Gauss nimlich soll gelegentlich bemerkt haben:
» Wir konnen uns etwa in Wesen hineindenken, die sich nur zweier

' Gavuss’ Briefwechsel, Bd. II, 8. 270. ‘

? Gavss” Werke Bd. IV. Disquis. generales. § 13.
- % SarToR1US V. WALTERSHAUSEN, Glauss zum Geddchtnis. Leipzig 1856.
S. 81. Man vgl. dazu, was Dedekind iber den Eindruck berichtet, den
Riemanns Habilitationsvorlesung auf Gauss gemacht habe. (Riemanns Math.
Werke. Leipzig 1876, 8. 517.)
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Dimensionen bewusst sind, hoher iiber uns stehende wiirden viel-
leicht in #hnlicher Weise auf uns herabblicken®, und cr soll scher-
zend hinzugesetzt haben, ,er habe gewisse Probleme hicr zur Scite
gelegt, die er in einem hoheren Zustande-spiter geometrisch zu be-
handeln gedéchte.! Auch iiber den letzten Punkt endlich, der zur
Charakterisirung von Gauss’ Stellung in Betracht kommen konnte,
iiber seine Ansichten von der philosophischen Bedeutung dieser
Lehren sind wir gliicklicherweise unterrichtet. Er bemerkt gegen
Schumacher, dass der IFragepunkt in diesen Erorterungen ,in der
Tat upmittelbar an die Metaphysik streife“, sofern in der Vor-
stellung von etwas absolut grofsem, deren Bildung die nicht-cukli-
dische Geometrie erfordere, nichts widersprechendes sei, wenn der
Mensch sich nicht vermesse, etwas unendliches als etwas gegebenes
und von ihm mit seiner gewohnten Anschauung zu umspannendes
betrachten zu wollen. Auch die besonderen psychologischen Con-
sequenzen, zu denen ihn dieser metaphysische Zusammenhang ge-
Jeitet hat, sind gelegentlich von ihm besprochen worden. So be-
merkt er, dass wir von der constanten Grofse, die in den analy-
tischen Formeln der nicht-euklidischen Geometrie zum Vorschein
komme, durch Erfahrung wissen, dass sie gegen alles durch uns
messbare ungeheuer grofs sein miisse und In Fuklids Geometrie
deshalb unendlich grofls werde. Seine gelegentliche Polemik gegen
Kant jedoch in diesen Zusammenbang zu bringen, liegt nicht der
geringste Grund vor.? Offenbar aber darf deshalb die Mitteilung von

! Man vgl. dazu, was Gauss (Briefw. Bd. V, 8. 247) von einer Erweiterung
sagt, die seine urspriinglichen Ansichten spiter erfahren haben; moglichen-
falls steht dieselbe mit den Ergebnissen der Disquis. generales c¢. super-
ficies curvas in Zusammenhang. Ob dagegen seine Aeufserungen iber die
Bedeutung des unendlichgrofsen in der nicht-euklidischen Geometrie etwa
anzeigen, dass er die charakteristischen Unterschiede beider Disciplinen
hauptsichlich durch dieses Merkmal, dessen Sinn spiter deutlich werden
wird, bezeichnen wollte, lasst sich wol nicht mehr entscheiden.

2 In seiner Anzeige der zweiten Abhandlung Ueber die biguadratischen
Reste bemerkt Gauss: ,,Dieser Unterschied zwischen rechts und links ist,
sobald man vorwirts und riickwirts in der Ebene, und oben und unten in
Beziehung auf die beiden Seiten der Ebene einmal (nach Gefallen) fest-
gesetzt hat, in sich vollig bestimmt, wenn wir gleich unsere Anschauung
dieses Unterschiedes Andern nur durch Nachweisung an wirklich vorhan-
denen Dingen nachweisen koénnen.* — , Beide Bemérkungen hat schon
Kant gemacht, aber man begreift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph
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Sartorius v. Waltershausen: ,,Gauss nach seiner ofter ausgeSprochenen,
innersten Ansicht betrachtete die drei Dimensionen des Raumes als
eine spezifische Kigentiimlichkeit der menschlichen Seele, die Geg-
ner als Bootier, nicht als der Ausdruck einer rationalistischen
Ueberzougung aufgefasst werden. Die oben citirten, unmittelbar
auf diese Bemerkung folgenden Worte des grofsen Mathematikers
iiber die Moglichkeit einer Anschauung von zweifacher oder mehr-
facher Ausdehnung beweisen vielmehr, dass es sich hier durchaus
nicht wm ein Analogon des kantischen Idealismus handelt. Nur
der empiristische Gedanke wird ausgesprochen, dass die Beschaffen-
heit unserer Raumvorstellung durch dic Art unserer Organisation
wesentlich bedingt sei; die Moglichkeit allerdings scheint nicht aus-
geschlossen, dass der ,reelle Raum mehr als drei Dimensionen
besitze. .

So sicher diese Ausfihrungen jedoch zeigen, dass Gauss alle
die mathematischen und philosophischen Gesichtspunkte gekannt
und benutzt hat, welche das Axiomenproblem in dem letzten Jahr-
zehnt seiner endlichen Losung nahe gebracht haben, so wenig hat
er doch dazu getan, diesen Ansichten wihrend seines Lebens An-
erkennung zu verschaffen. Die meisten und verhiltnismilsig deut-
lichsten seiner Andeutungen finden sich in dem DBriefwechsel zwi-
schen ihm und Schumacher versteckt, der erst acht Jahre nach
seinem Tode zu erscheinen begann; die Aufmerksamkeit wurde
deshalb auf dieselben erst gelenkt, als die tiberraschenden Ergeb-
nisse, zu denen die weiter entwickelte Theorie gefithrt hatte, ein
allgemeineres Interesse an ihrem Ursprung hervorrief.

Es war anderen vorbehalten, die Bedeutung der neu gefun-
denen Gesichtspunkte durch speziellere Ausfithrungen in weiteren
Kreisen zur Geltung zu bringen. Fast gleichzeitig veroffentlichten
im Anfange der dreilsiger Jahre der russische Mathematiker N. J.
Lobatschewsky sowie die beiden ungarischen Mathematiker
Wolfgang und Johann Bolyai Untersuchungen, welche die Ab-
hingigkeit der euklidischen Greometrie vom Parallelen-Axiom nach-
wiesen, und ein in sich consequentes geometrisches System ent

in der ersteren einen Beweis fiir seine Meinung, dass der Raum nur Form
unserer Anschauung sei, zu finden glauben konnte, da die zweite so klar
das Gegentheil, und dass der Raum unabhingig von unserer Anschauungs-
art eine reelle Bedeutung haben muss, beweist.*
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wickelten, welches dic Annahme, dass die Summe der Dreiecks-
winkel kleiner als zwei Rechte sei, zur Voraussetzung hatte.

Schon im Jahre 1829 hatte Lobatschewsky im ,Kasan'schen
Boten® ecine beziigliche Abhandlung verdffentlicht, die aber in Folge
der geringen fremdlindischen Circulation des russischen Journals
chen so wenig Beachtung fand, wie die Untersuchungen iiber die
»Neuen Anfangsgriinde der Geometrie, mit einer vollstindigen
Theorie der Parallelen®, welche in den Jahren 1836—1838 in den
,, orelehrten Schriften der Universitat Kasan“ erschienen. Erst eine
Abhandlung in Crelles Journal, die 1837 unter dem Titel Géomé-
trie imaginaire dasclbst abgedruckt wurde, sowie dic ,,Geometrischen
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien®, welche 1840 er-
schienen’, machten scine Ansichten in weiteren Kreisen bekannt.
Lobatschewsky war zu der Einsicht gelangt, dass Legendres Be-
miihungen die- Theorie der Parallellinien nicht vervollkommnet
hitten, da derselbe, um das euklidische Axiom zu ersetzen, genotigt
gewesen sei, ,zu Hilfssitzen seine Zuflucht zu nehmen, welche er
sich unbegriindeter Weise bemiiht, als notwendige Axiome darzu-
stellen®; auch darin war er seinem berithmteren Vorginger iiber-
legen, dass er den Mangel an Erfolg in den bisherigen Verbesse-

rungsversuchen nicht mehr wie jener den ungeniigenden Definitionen

der geraden Linie u. s. w. zuschrieb. Statt des Parallelenaxioms
machte er allgemeinere Voraussetzungen. Er teilte die geraden
Linien, die in einer Ebene von einem Punkt auslaufen kénnen, in
zwet Klassen, je nachdem sie cine gegebene Gerade schueiden oder
nicht. Als eine Parallele zur gegchenen geraden Linie definirte er
die Grenzlinie der schneidenden und nicht schneidenden Geraden.
Aus diesen Definitionen folgte fiir den Fall, dass dic Summe der
Dreieckswinkel gleich zwei Rechten gesetzt wurde, dass jene Ge-

raden nur schneidende oder parallele sein konnten, damit also die

Geometrie Kuklids. Wurde aber jene Summe kleiner angenom-
men, so zetgte sich, dass man zwei Sciten des Parallelismus zulassen
miisse. Durch einen gegebenen Punkt liefsen sich dann zu ciner
gegebenen Geraden zwei Parallelen ziehen, die cine auf der cinen
Seite der Senkrechten, durch welche der Punkt mit der gegebenen

! Die Pangéométrie, welche in Kasan 1850 erschien, scheint ebenfalls
wenig Verbreitung gefunden zu haben.
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Geraden in Verbindung gesetzt wurde, eine zweite auf der anderen
Seite; alle iibrigen von dem Punkte ausgehenden Geraden mussten
die gegebene schneiden, sobald sie mit jenen Parallelen einen noch
so kleinen Winkel nach der Seite der gegebenen hin machten, im
andern Fall aber schnitten sie dieselbe auch ins unendliche verlin-
gert nicht. Lohatschewsky zeigte nun, dass diese Voraussetzung
chenfalls zugelassen werden konne, »ohne auf irgend einen Wider-
“spruch. in den Resultaten zu fuhren“ der ihre Unvertriglichkeit
mit den sonstlgen\ geometrischen Lebrbegriffen bewicse. Die von -
‘ihm . entwickelten Theoreme dieser ,imaginiren Geometrie* oder
;-,_‘Paﬂgecimetrie“, welche mit den entsprechenden Sdtzen des cukli-
dischen Systems selbstverstiindlich nicht iibereinstimmten, so wenig
sie zu einem analytisch absurden Resultat fiihrten, bewiesen zu-
gleich, dass die cuklidische Geometrie als ein besonderer Fall der
imagindren angeschen werden konne, der cintrete, wenn die Linien
unendlich klein wiirden, dass dieselbe also gleichsam eine Differen-
tialgeometrie sei. Dennoch aber betonte er mit allem Nachdruck:
»l hypothese de la somme des angles d’un triangle moindre que
deux angles droits ne peut avoir d’application que dans I"Analyse,
puisque les mesures directes ne nous montrent pas dans la somme
des angles d’un triangle la moindre déviation de deux angles droits.”
Andrerseits aber orkliarte er cbenfalls, dass iiber die Genauigkeit
der Bercchnungen der gewdhnlichen Geometrie nur die astrono-
mischen Beobachtungen Auskunft geben konnten; falls néimlich das
“euklidische Axiom in unserm Raum nur anndhernd erfiillt wire,
so konnten nur die Messungen der Winkelsumme schr grofser
Dreiecke zu sicheren Ergebnissen filhren, da jene Summe in diesem
Falle, wie die Lehrsmo der imaginiiren Geometrie zeigten, um so
mehr von zwei Rechten abweichen miisste, je grofser der Fliachen-
inhalt des Dreiecks wiirde. Auch er aber konnte, auf entsprechende
Messungen gestiitzt, schon darlegen, dass diese Genauigkeit eine fiir
unsere Malsmethoden fast absolut vollstéindige sei.
| Zu denselben geometrischen Resultaten war unterdessen auch
Wolfgang Bolyai! gekommen, jener Jugendfreund von Gauss,

* Ueber ihn und seinen Sohn J. Bolyai Naheres im Vorwort von J.
Friscuaur, Absolute Geometrie nach J. Bolyai. Leipzig 1872, wo auch die
biographische Abhandlung von Fr. Schmidt angezogen wird.
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tiber den Gauss in fritheren Jabren gesagt haben soll, ,dass or
der ecinzige gewesen sei, der in seine metaphysischen Ansichten
tibor Mathematik einzugchen verstanden habes! Aber auch diese
Untersuchungen wurden nicht bekannt. Sein Hauptwerk, das Ten-
tamen juventutem studiosam in elementa matheseos pume, elemen-
taris ac sublimioris, methodo intwitiva, evidentioque: hiic Hropria
wntroducendi®, war nicht allein in Maros—Vasalhely, der’ a‘bgelegeu‘
nen Hauptstadt des Szeklerlandes in Siebenbiirges. emchiéxfﬂn ;es.

. war iiberdies in nicht ‘gewohnlicher Form abgefasst, unﬂ ’ve&hli-y o

sich in jener Zeit schon dadurch wenig, dass es eine phﬂnsephlsahe-‘ -
Einleitung enthielt, in der von den beiden ,,mde]eblles divmaa (ﬂfﬁa"'}-' '
giel lineae, amor et veritas® die Rede war, und die Mdthematlk der
Philosophic als der Wissenschaft von den ewigen Wahrheiten zuor-
teilt wurde. Bolyai war wie Lobatschewsky der Ansicht, dass teils,
die Méingol in der gewohnlichen Darstellung der grundlegenden
Definitionen, besonders aber die falsche Auffassung des Parallelen-
axioms der Grund des statarischen Zustandes der Geometrie sei.
Er versuchte es deshalb, diesen Definitionen eine Ableitung zu
geben, welche sie unabhiingig machte von dem Begriffe der Bewe-
gung und lediglich den Begriff der Continuitit in Anspruch nahm.
Als Grundlage der Congruenzverhiltnisse wollte er cine Definition
des geometrischen Korpers angesehen wissen, die von den Quali-
titen des dulseren Korpers nichts beibehalte, als dier Eigenschaft,
dass derselbe nicht zur gleichen Zeit verschiedene Rdume erfiillen
konne. Gleich seinem russischen Genossen behauptete er ferner,
dass auch ohne das elfte Axiom Euklids ein in sich consequentes
System der Geometrie analytisch ausfithrbar sei. Der Anhang zum
ersten Bande seines Hauptwerks enthilt eine verhdltnisméfsig ein-
gehende Darstellung derselben von seinem Sohn. Drei verschicden-
“artige, wenn auch zusammenhingende Axiome sollen nach seiner
Analyse in dem Parallelensatz enthalten sein. Da keins derselben
streng beweisbar ist, so ist es, wie er ausfithrt, kaum begreiflich, dass.
Euklid das seinige habe aufstellen kinnen. So zweifellos namlich die
euklidische Geometrie mit demselben stehe und falle, so offenbar
sel es doch, dass die Annahme, wonach die Summe der innern ent-

1 SARTORIUS V. WALTERSHAUSEN, Gauss zum Geddchinis, 8. 16 ff.
2 Cum appendice triplice, 1I Tomi. Maros Vasarhelyini 1832
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gegengesetzten Winkel kleiner als zwei Rechte sei, chensowol zu
Grunde gelogt werden konne (aeque poni possit). Da ndmlich die
iibrigen geometrischen Axiome in beiden Fillen gleich vollkommen
bestehen bleihen, so entstehen -zwei gleich wahre geometrische
Systeme, von denen das eine, welches jene Summe kleiner als zwel
Rechte annimmt, wiederum unendlich viele gleich denkbare beson-
dere Falle unter sich begreift, je nach den bhesonderen Werten, die
man dieser Summe beilegt. Auch bhier fiihrte die geometrische
Durchfithrung dieser Systeme zu den Ergebmissen, die bereits Lo-.
batschewsky crhalten hatte.

So unzweifelhaft diese Arbeiten auch die Moglichkeit eines all-
gemeinercn geometrischen Systoms darlegten, so wol anch wenig-
stens dic genannten Abhandlungen Lobatschewskys in den Fach-
kreisen bekannt waren, so wenig gelang es ihnen doch, auf die
Gestaltung der geometrischen Wissenschaft fordernd einzuwirken.
Man wusste mit den Resultaten nichts anzufangen. Nur wenige wie
Gauss und vielleicht auch Dirichlet? mochten vermuten, welche
Bedeutung diesen Anfingen einer neuen Entwicklung noch zu Teil
werden konne. Vielen dienten sie zu nichts anderem, als zu einer
interessanten aber wunderhichen Exemplhfication der alten Erkennt-.
nis, dass die mathematische Analysis im Stande sci, auch aus ima-
gindren Voraussetzungen formal vollkommen berechtigte Consequen-
zen zu ziehen.? Die meisten aber nahmen an dem Gegensatz dor
zu Grunde gelegten allgemeinen Hypothese iiber dic Parallelitiit
gegen die unzweifelhaften Tatsachen der rammlichen Anschavung
so grofsen Anstols, dass sie geneigt waren, in solchen Theoremen
nichts anderes zu sechen als die gefihrlichen Bemiihungen mathe-
matischer Hyperakribie, die wolbegriindeten Rechte der geometri-
schen Anschauung zu verletzen. Hatte doch selbst Gauss behaup-
tet, ,,d_étés @ie. logischen Hilfsmittel zur Verkettung und Einkleidung

! Lirscurtz erwihnt in einem spiter genauer zu citirenden Aufsatz (in
Crelles Journal Bd. 74}, dass Dirichlet ihm bereits im Anfang der finf-
ziger Jahre mitgeteilt habe, die Gravitationsgesetze im imagindren Raum
von Gauss seien von ihm ndher untersucht worden.

2 Man vgl. Drosiscr, Logik. 3. Aufl. Leipzig 1863. § 13. Anm. Dass
Drobisch ubrigens jetzt, trotzdem jene Bemerkung in der vierten Auflage
seiner Logik stehen gebliebén ist, von dem Wert jener Untersuchungen
hoher denkt, wird sich spiter zeigen.
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der- Wahrheiten in der Geometrie fiir sich nichts zu leisten ver-
mogen, und nur taube Bliiten. treiben, wenn nicht die befruchtende
lebendige Anschauung des Gegenstandes selbst iiberall waltet.«!
Das empirische Vorurteil der Zeit, das gegen jede nicht unbedingt
durch die Tatsachen gebotene Verallgemeinerung mit vielem Eifer
protestirte, gewihrte diesen Ansichten iiberdies nicht geringe Unter-
stiitzung. Und sie waren nicht ganz im Unrechf. Bolyais Aus-
fithrungen liefsen in der Tat den rein analytischen Charakter seiner
" sogenannten absoluten Geometrie nicht scharf genug hervortreten 2,
und so unbedingt er auch anerkannt hatte, dass die gewdhnliche
Geometrie an das Axiom Euklids unverbriichlich gebunden sei, so
hatte er doch sciner eigenen IHypothese eine Gleichberechtigung
eingeriumt, die das anschauliche Recht der iiberlieferten Geometrie
und damit den Sinn ihres Gegensatzes gegen das neue System
zerstorte.  Auch bet Lobatschewsky war dieses Verhiltnis der
beiden Axiome nicht deutlich genug hervorgetreten; er hatte zwar
mit Recht nur behauptet, seine geometrischen Voraussctzungen be-
dingten keine absurden Resultate, aber seine Entwicklungen, die in
den ,,Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien« fast ganz
dem synthetischen Wege der constructiven Geometrie folgten, liefsen
fiber ihrem Widerspruch gegen die anschauliche Evidenz des Par-
allelenaxioms vergessen, wie jene Erklarung aufzufassen sei.

Wiiren diese Versuche in weiteren Kreisen bekannt geworden,
so wirde ihre Unterschitzung unserer tatsiichlich giltigen raum-
lichen Bezichungen nicht wenig dazu beigetragen haben, die Reac-
tion gegen das iibliche demonstrativische Beweisverfahren der Geo-
metrie, die sich unter dem Einfluss besonders der kantischen Theorie
der mathematischen Wissenschaften und ihrer Nachwirkungen ge-
rade in dieser Zeit erhob, kriftige Waffen zu liefern. So aber

I Gavss, Gattinger gelehrte Anzeigen 1816, S. 619.

2 KEs ist auffallend, dass auch J. Friscuaur in seiner ,,Absoluten Geo-
metrie nach J. Bolyai* 1872 diese heut unzulissige Unklarheit unverindert
beibehalt. Denn die Behauptung, dass die Bolyai-Lobatschewskysche Hy-
pothese itber die Parallelitit , die zweite nech mdégliche* sei, ist unbe-
rechtigt, seitdem wir wissen, dass das Axiom, welches die Summe der
Dreieckswinkel grofser als zwei Rechte macht, fir den sphirischen Raum
in derselben Weise gilt, wie jene Hypothese fir den pseudosphirischen.
Man vgl. hierzu die § 11—13 und den Anhang der citirten Schrift.
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blieben auch diese Bestrebungen, die sich bald' gegen Euklids syl-
logistische Entwicklung und dogmatische Darstellungsweise iiber-
haupt richteten, bald auch speziell sich um die auch damals noch
“ununterbrochen erscheinenden Beweisversuche des elften Axioms
concentrirten, ohne sonderliche Beachtung. Das Bediirfnis der ma-
thematischen Wissenschaft dringte iiberdies nach analytischer Ver-
- allgemeinerung. Selbst Schopenhauers allmihlich steigendes An-
sehn gab jenen Versuchen keine erheblichen Forderungen; seine un-
billige und gekiinstelt einseitige Ausbildung der kantischen Theorie
der Geometrie als einer apriorischen, synthetischen Wissenschaft
wurde vielmehr der Anlass, dass auch secine verstindigen Einwen-
~ dungen gegen die Sucht, selbst die anschaulich unmittelbar gewis-
sen riumlichen Beziehungen za beweisen, unberiicksichtigt blieben.
Sein Protest gegen die Ableitungsversuche des elften Axioms aus
einfacheren Anschauungsverhiltnissen? liisst sich bei geringer Ver-
anderung auch auf die gegenwirtiz noch nicht erloschenen Be-
mithungen anwenden, dem euklidischen Grundsatz eine einfachere
Gestalt zu geben. |

Jedoch nicht die ganze Philosophie der Zeit war in dem Vor-
urteil befangen, dessen Entstehungsgriinde auf Kants Auffassung
der geometrischen Axiome und Lehrséitze als synthetischer Urteile
a priori iiber die Raumformen zurlickweisen. Der Anstols zur wei-
‘teren Entwicklung der bereits von Gauss gefundenen Principien
sollte vielmehr grade von philosophischer Seite erfolgen. Herbarts
psychologischer Empirismus, der den Raum als das Musterbild
. einer ausgearbeiteten Reihenform darstellte, gab denselben her.
Herbart selbst zwar war weit davon entfernt, seine Theorie fiir
eine der Anschauungsweise von Gauss analoge Ausbildung des
geometrischen Problems von der Parallelitit auszunutzen, seine
Lehre steht sogar zu den Grundgedanken der neueren Aushildung
der geometrischen Wissenschaft in offenbarem Widerspruch, den-
noch enthielt sie Elemente, die sich zu den Gesichtspunkten des
grofsen Gottinger Mathematikers in Beziehung setzen liessen. Diese
Elemente lagen, wie hier nur angedeutet werden kann, in seiner
Unterscheidung des intelligibeln Raumes vom sinnlichen, vor allem

U ScHoPENUAUER. Welt als Wille. 4. Anfl. Leipzig 187Y3. Bd. II. § 13.
S. 142 ff.
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aber in seiner Ableitung des letzteren als einer Reihenform, mit
der sich andere Reihenformen, z. B. die der Zeit, der Zahl, des
Grades, der Farben, der Tone u. s. w. vergleichen lassen. Diese
Lehren hatten bei Herbart allerdings einen rein psychologischen
Inhalt. Seine mathematischen Theoreme, bleiben sogar zum Teil
hinter der gleichzeitigen Aushildung jener Wissenschaften selbst
zuriick, wie in der Arithmetik, oder halten sich, wie in der Geo-
metrie, von den mannigfachen Irrtiimern der Fachdisciplin jener
Zeit nicht fern, Dennoch waren es Keimpunkte, die zur Entwick-
lung gelangten, als die befruchtende Combinationskraft eines grofsen
Mathematikers ihnen die erforderliche Nahrung zufiibrte.
Riemann war es, der die reformatorisch klarenden und er-
weiterndeén Andeutungen von Gauss iiber eine mogliche Forthildung
der geometrischen Wissenschaft mit diesen weit davon abliegenden
psychologischen Erorterungen Herbarts in eine fruchtreiche, iiber-
raschende Beziehung brachte. Schon in der letzten Zeit seines
Universititsstudinms, intensiver noch’ in den letzten Jahren vor
seiner Habilitation hatte Riemann sich mit naturphilosophischen
Studien beschiiftigt, fiir welche er die Grundlagen einerseits bei
Newton und Euler, andrerseits bei Herbart fand.!) Dem anfiing-
lichen Standpunkt des letzteren, der in seinen Habilitationsthe-
sen niedergelegt ist, schloss er sich fast vollig an, dem spiteren
System desselben dagegen stimmte er nur teilweis bei. Er war,
wie er selbst erkliart hat? ,Herbartianer in Psychologie und Fr-
kenntnistheorie (Methodologie und Eidolologie), Herbarts Natur-
philosophie und den darauf beziiglichen Disciplinen (Ontologie und
Synechologie) konnte er jedoch meistens sich nicht anschliefsen.«
Der Punkt, an dem diese wesentliche Abweichung begann, lag, so-
weit sich aus den veroffentlichten philosophischen Fragmenten Rie-
manns und der gleich zu erwihnenden Abhandlung urteilen lisst,
vermutlich in Herbarts metaphysischen Untersuchungen iiber den
Raumbegriff, deren Unzuldnglichkeit durch die geometrische Wen-
dung, die Riemann ihnen gab, an den Tag kommen musste. Der
Verlauf seiner Speculationen fiihrte ihn dann dhnlich wie Fechner

1 B. Riemanns Lebenslouf von DepEKIND, im Anhang zu Riemanns
mathematischen Werken 8. 515, 517, 521, vgl. S. 475. ‘
T A, a. 0 S 476
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zu seltsamen metaphysischen Theoremen iiber eine allgemeine Be-
seeltheit der Natur, zugleich aber auch zu eingehenden mechanischen
Untersuchungen tiber die Wechselwirkungen der physikalischen
Krifte, deren Ergebnisse thm eine neue Auffassung der bekannten
Naturgesetze, cinen Ausdruck derselben mittelst anderer Grund-
begriffe notwendig zu machen schienen. Jedoch nur jene durch
Gauss beziigliche Untersuchungen bedingte geometrische Wendung
der herbartischen Synechologie darf uns hier in Anspruch nehmen,
die Riemann in seiner Habilitationsvorlesung aus dem Jahre 1854
iber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen®,
mit bewunderungswiirdiger Kiirze und Schiirfe entwickelt hat. Als
dieselbe von Dedekind im Jahre 1867 veroffentlicht wurde?, er-
regte sic ein nicht geringes Aufschen sowol in den Kreisen der
Mathematiker als auch der Philosophen. Die ersteren fanden in
derselben die mathematischen Fragen nach den Axiomen der Geo-~
metrie, unter ihnen das Problem des Parallelismus, auf dem sicher-
sten Wege und in der allgemeinsten Form beantwortet, wihrend
die letzteren darin nach Riemanns eigenen Andeutungen den Ver-
such sehen mussten, das psychologische und das erkenntnistheore-
tische Problem der Raumvorstellung, an dem sich die verschieden-
artigsten philosophischen Systeme resultatlos gemessen hatten, in
der unerwarteten Form einer analytischen Untersuchung der Grund-
lagen der geometrischen Wissenschaften zu losen. Beiden Teilen
bot die Arbeit iiberdies reichen Stoff zur  Fortentwicklung, den
Mathematikern, sofern die Ergebnisse Riemanns der geometrischen
Discussion ein bisher fast ginzlich unbekanntes und vollig unbe-
arbeitetes Gebiet zur Verfiigung stellten, das reiche Aussicht bot,
die geometrischen Untersuchungen zu vertiefen und zu erweitern;
den Philosophen, sofern hier ein Beitrag zu den Fragen der Psycho-
logie und der Erkenntnistheorie vorlag, der, wenn er gelungen war,
zu ebenso interessanten wie folgenreichen Krgebnissen fithren konnte,
deren Moglichkeit Riemann selbst in Aussicht gestellt hatte.

1 In den Abhandlungen der Kinigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gdttingen Bd. XIII. Riemann selbst hatte auf die Veriffentlichung seiner
Vorlesung verzichtet, vermutlich, weil er, wie er selbst angedeutet hat,
mehrere Capitel derselben einer Umarbeitung und Erweiterung-fur bedirftig
hielt.
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Dieses Interesse musste um so allgemeiner und dauernder
werden, als das folgende Jahr den Beweis brachte, wie notwendig
die .von Riemann angebahnte Verallgemeinerung mit dem Stande
der mathematischen Wissenschaften - verkniipft war., Helmholtz
nidmlich verdffentlichte in den ,Heidelberger Jahrbiichern der Lite-
ratur®, sowie in den ,,Gottinger Nachrichten® zwei Aufsitze !, welche
zeigten, dass er von einem ganz verschiedenartigen Gebiete aus
durch analoge Betrachtungen zu ganz denselben mathematischen
Ergebnissen und philosophischen Consequenzen gelangt war. Sei-
nen Ausgangspunkt bildeten die Untersuchungen der physiologischen
Optik ,liber die rdumlichen Anschauungen im Gesichtsfelde, spe-
ziell das System der Farben und die Ausmessung des Gesichtsfeldes
durch das Augenmals. Die Vergleichung dieser Mannigfaltigkeiten,
dic sich, wie wir genauer sehen werden, analytisch durch unserem
Raumsystem analoge Bedingungen darstellen lassen, mit den Mals-
beziechungen unsecrer Geometrie, hatte 1thn zu einer Fragestellung
gefiihrt, die der Formulirung Riemanns vollig entspricht. Den-
noch zeigen die Arheiten beider Forscher wesentliche formelle und
sachliche Differenzen. Die erste besteht dar'.in, dass Helmholtz
in den genannten beiden ersten Abhandlungen lediglich die mathe-
matische Frage behandelt: ,,Wieviel von den Sitzen der Geometrie
- hat objectiv giltigen Sinn; wieviel ist im Gegenteil nur Definition
oder Folge aus Definitionen, oder von der Form der Darstellung
abhiingig?* Die weitere Frage, woher unsere Kenntnis der Satze
von tatsiichlicher Bedeutung stammt, die nicht mehr wie die ersterc
in das Bereich der exacten Wissenschaften gehort und von der jenc
Untersuchung ganz unabhingig ist, wird nur in so weit beriihrt,
als die FErgebnisse auf sie hindeuten, dadurch allerdings ganz im
Sinne des schon von Riemann behaupteten Empirismus beant-
wortet. Erst die neuere Abhandlung ,ither den Ursprung und dic
Bedcutung der geometrischen Axiome“? zieht die philosophische
Seite der Probleme ausdriicklich herbei. Bedeutsamer noch als
diesc charakteristische Enthaltsamkeit ist der sachliche Unterschied,

v, Ueber die taisichlichen Grundlagen der Geometrie” Heidelberger
Jahrbiicher 1868, Nr. 46 u. 47 und ,,Ueber die Tatsachen, die der Gleo-
metrie zum Grunde liegen. Géttinger Nachrichten 1868, Nr. 9.

> Hermmorrz, Populire Vortrige. Heft I11. Braunschweig 1876. 8. 21 f.



der Helmholtz zur Veroffentlichung jener Aufsitze veranlasst hat.
 Dieser Unterschied besteht in einem Zusatz, der die Voraussetzun-
gen nidher bestimmt, die den Congruenzverhiltnissen unseres Rau-
mes zur Grundlage dienen und den Einfluss nachweist, den diese
Voraussetzungen auf die wesentliche Grundlage unserer Geometrie
ausiiben. '

Eine philosophische Untersuchung der Raumtheorie von Rie-
mann und Helmholtz hat somit eine doppelte Aufgabe. Sie muss
erstens die mathematischen Entwicklungen, die zur Aufstellung
des Axiomensystems gefithrt haben, einer Priifung unterziehen, die
ihre analytische Berechtigung und anschauliche Bedeutung zum
Gegenstande hat, da gerade diese Punkte auf Grund philosophischer
Speculationen mehrfach beanstandet worden sind. Sie muss zwei-
tens priifen, ob diese mathematische Theorie zu irgend welchen
“philosophischen Consequenzen Anlass giebt und im Fall der Be-
jahung, welche Consequenzen es sind, die sich notwendig ergeben.

frdmann, Geom. Axiome. 3



ZWEITES CAPITEL.

| DIE AXIOME DER EUKLIDISCHEN GEOMETRIE.

Unsere erste Aufgabe hesteht demnach in dem Nachweis des
notwendigen und hinreichenden Systems von Axiomen, das unserer
Geometrie zur Voraussetzung dient. |

Dieser Nachweis ist in aller Strengd in den mehrfach erwiahn-
ten grundlegenden Abhandlungen von Riemann und Helmholtz
geftihrt, und in der nicht geringen an diese Arbeiten sich an-
schliefsenden mathematischen Literatur niher entwickelt worden.
Eine zweite Reihe von Untersuchungen, unter denen besonders ein-
zelne Abhandlungen von Beltrami und von Helmholtz heérvorzuheben
sind, hat sich die Aufgabe gestellt, die anschaulichen Consequenzen
der. neuen Theorie moglichst vollstindig zur Darstellung zu bringen.
Jedoch weder die Berechtigung der mathematischen Analyse noch
der Sinn ihrer anschaulichen Interpretation ist einwurfsfrei zuge-
standen worden. Es wird deshalb unsere Aufgabe sein, den logischen
Process moglichst scharf herauszuheben, der jenen Beweisversuchen
7zu Grunde liegt.

Schon an friiherer Stelle haben wir gesehen, dass die Axiome,
welche der Geometrie zur Voraussetzung dienen, nichts anderes
hestimmen als die wesentlichen Priidicate, die den Inhalt unserer
Raumvorstellung bilden. Dieser Forderung, die sich aus dem Wesen
der geometrischen Wissenschaft von selbst ergiebt, scheint der tat-
siichliche Charakter der euklidischen Axiome indessen zu wider-
Spr’_échen. Denn die hierhergehdrigen Voraussetzungen Euklids,- die
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drei Postulate und die drei letzten Axiome?!, beziehen sich nicht
sowol auf die Eigenschaften unserer Raumvorstellung als solcher, als
vielmehr auf besondere Eigenschaften bestimmter einfacher Raum-~
formen, der Linien und Winkel. Jene allgemeinen Pradicate sind
Jedoch mittelbar in diesen besonderen Kigenschaften der Construc-
tionsbegriffe enthalten, sofern sie das Fundament derselben bilden;
die Form ihrer Darstellung ist nur den specielleren Bediirfnissen
der geometrischen Construction angepasst.

Fiir unseren Zweck ist es erforderlich, dass wir die Pridicate
der Raumvorstellung nicht in dieser iiblichen Form aufsuchen, da
sie hier nicht rein, sondern in Verschmelzung mit den Definitionen
auftreten, deren Berechtigung erst ersichtlich wird, wenn die Grund-
lage, auf der sie ruhen, vollstindig bestimmt ist. Wir werden dem-
nach das einfachste, vollstindige System von Axiomen erhalten,
wenn es uns gelingt, alle jene wesentlichen Pridicate in einfachster
Form zum Ausdruck zu bringen, oder kiirzer, wenn wir im Stande
sind, eine Definition des Raumes zu finden.

Diese Formulirung unserer Aufgabe bedarf einer naheren Er-
kldrung. Es mag befremdlich erscheinen, dass wir von vorn herein
den Sprachgebrauch der Mathematiker verlassen, sofern wir schon
in der Fragestellung nicht kurzweg von den Merkmalen des Rau-
" mes, sondern von den Priadicaten der Raurﬂvorstellung reden. Darin
soll jedoch nicht eine Prolepsis irgend eines etwaigen psychologischen
oder erkenntnistheoretischen Resultats liegen, sondern nur eine
notwendige Unterscheidung vorweg angedeutet werden.. Gleichviel
niamlich, welche von den beiden entgegengesetzten zur Zeit gel-

! Die drei Postulate Euklids lauten:
Es wird gefordert

1) Von einem jeden Punkt nach einem jeden anderen ecine gerade Linie
zu ziehen. - : '

" 2) Kine gerade Linie in derselben Richtung continuirlich zu verlangern.

3) Um jeden Punkt in jedem Abstand einen Kreis zu schlagen.

Die drei letzten Axiome lauten:

10) Alle rechten Winkel sind einander gleich.

11) Wenn eine gerade Linie,  die zwei andere schneidet; bewirkt, dass
die Summe der inneren entgegengesetzten Winkel kleiner als zwei
Rechte wird, so treffen sich die beiden Linien hinreichend verlingert
auf der Seite jener Winkel.

12) Zwei gerade Linien schliessen keinen Raum ein,

3*
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tenden Theorien iiber den psychologischen Ursprung unserer Raum-
vorstellung die richtige ist, gleichviel ferner, welche von den gegen-
wiirtig neben einander bestehenden Annahmen iiber die erkenntnis-
theoretische Bedeutung derselben der Wahrheit entspricht, so ist
doch die eine Tatsache des Bewusstseins fiir den Empiristen wic
fir den Nativisten und fiir den Realisten wie fiir den Idealisten
gleich sicher constatirt, dass der Raum der Geometrie ebenso wie
der Raum der Physik und Astronomie zunichst eine Vorstellung
ist von demselben Bewusstseinsgehalt wie jede beliebige andere
Vorstellung auch. Unsere Frage nun gilt fiirs erste lediglich der
tatsiichlichen Beschaffenheit diesér Vorstellung; dadurch aber ist
sie spezifisch verschieden sowol von der Frage nach ihrem Ursprung -
als von der nach ihrer Geltung. Denn diese Beschaffenheitsbestim-
“mung unserer Vorstellungen ist iiberall Sache der besonderen Disci-
plinen, denen die Ausarbeitung des Inhalts bestimmter Vorstellungs-
gruppen als Aufgabe zufdllt. Unsere Fragestellung bezieht sich
demnach zwar auf den psychologischen Charakter dés.Raumes, so-
fern sie von ihm als einer Vorstellung spricht, aber sie will damit
weder ein psychologisches Problem beriihren noch eine psycholo-
gische Beweisfithrung zvr Geltung bring‘en. |

Dennoch sind wir gezwungen, zum Zweck der Orientirung ither
den eigentlichen Sinn unserer Aufgabe noch einen zweiten Schritt
in das Gebiet der Psychologie zu tun, da die Vermischung jener
drei wol von einander zu trenmenden Fragen, zu welcher die Unter- -
suchung eines solchen Grenzgebietes leicht verfiihrt, der psycholo-
gischen Theorie einen Kinwand entlelmt hat, der die Berechtigung
der Fragestellung iiberhaupt bedroht. Denn die oben geforderte
Definition unserer Raumvorstellung kann nur gebildet werden, wenn
wir im Stande sind, den Gattungsbegriff zu finden, dem wir dieselbe
subsumiren miissen, und die spezifischen Merkmale zu bestimmen,
die sie von den anderen mdglichen oder etwa wirklichen coordinir-
ten Arten dieses Gattungsbegriffs unterscheidet. Dieser Forderung
widerstrebt aber, so scheint es, die psychologische Erkenntnis, dass
unsere Raumvorstellung, sofern sie als unmittelbar gegechen anzu-
sehen ist, alseime einzigartige Raumdnschauung niher bestimmt
werden muss. Die Wahrheit dieser Klassificirung lisst sich nach
Kants epochemachenden Untersuchungen, die wenigstens in diesem
einen Punkt allen Angriffen siegreich widerstanden haben, nicht
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mehr bezweifeln. J edocl} ebenso sicher ist, dass sie nicht die volle
Wahrheit enthélt. Gerade mathematische Betrachtungen lehren,
dass der Ranm unbeschadet dieses seines urspriinglichen Charakters
auch als ein Begriff aufgefasst werden kann, der sich als ein wol-
bestimmtes Glied in eine grofse Reihe entsprechender Begriffe ein-
ordnen lisst. | |
‘Die Handhabe hierzu bietet die analytische Geometrie, welche

lehrt, dass auch die besonderen Raumanschauungen, die den eigent-?
lichen Gegenstand der mathematischen Untersuchung bilden, zugleich
Raumbegriffe sind. Erstens niimlich ergiebt sich leicht, dass jene
Raumformen, deren gegenseitige Malsbeziehungen die euklidische
Geometrie durch die synthetische Methode constructiver Darstellung
entwickelt, zugleich Grofsenbegriffe sind, deren Verhiltnisse sich
auch auf analytischem Wege durch Systeme von Gleichungen be-
stimmen lassen. Schon daraus geht diese Doppelnatur jener For-
men hervor, dass alle geometrischen Beweise zugleich Grofsen-
begriffe enthalten und verwerten. Diese zweifache Geltung jedoch
ist nur dadurch moglich, dass jene besonderen Formen nicht ledig-
lich Raumanschauungen sind, vielmehr der geometrischen Unter-
suchung fiberall als Raumbegriffe gelten. Dass dies wirklich der
Fall ist, bedarf keiner eingehenderen Discussion. Die Grundlagen
- der geometrischen Constructionen sind Begriffe, die nicht blols von
 den unwesentlichen Merkmalen der einzelnen Raumanschanungen
abstrahiren, sondern sogar die allen beztiglichen Raumanschauungen
gemeinsamen Merkmale in einer Weise verindern, die jede beson-
dere Anschauung z. B. einer Linie oder eines Dreiecks zu’einer
nicht einmal adaequaten Darstellung des Begriffs macht. Die Defi-
nitionen der Geometrie entwickeln daher, streng genommen, nicht
Anschauungen, nicht abstracte Begriffe, sondern Ideen. Auch aus
der Natur des geometrischen Beweises lisst sich dies folgern. Der-
selbe besteht in nichts anderem als in der Reduction der verwickel-
teren Mafsbeziehungen, die in cer Behauptung angegeben sind, auf
einfachere, bereits bekannte Mafsbeziehungen; diese aber weisen
zuletzt auf die einfachsten Constructionsbegriffe oder Ideen zuriick.?
Auch der geometrische Beweis benutzt somit lediglich Raumbegriffe;
wird doch die Entwicklung der Geometrie lediglich dadurch be-

! Genaueres hieriber findet sich am Schluss des dritten Capitels.
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dingt, dass jene constructiven Grundlagen auf immer complicirtere
Mafsheziehungen iibertragen werden. Die geometrischen Kinzel-
anschauungen sind deshalb nur Vorstellungsreprisentanten der
Raumbegriffe, dic in ihnen enthalten sind. Wire es zwockmiifsig,
die scheinbare Paradoxie. dieser Doppelnatur terminologisch auszu-
driicken, so konnte man die geometrischen Raumformen Begriffs-
anschauungen nennen,’ .

Bisher wusste die analytische Geometrie nur die besonderen
Determinationen der Raumvorstellung, wie sic den einzelnen geo-
metrischen Problemen zu Grunde liegen, als Grofsenbegriffc zu ent-
wickeln. Offenbar aber ist es moglich, auch die allgemeine Raum-
vorstellung auf diese Form zu bringen. Selbstverstdndlich ist, dass
sie nicht weniger als ihre einzelnen Bestimmungen dem Gattungs-
begriff der Grifse iiberhaupt subsumirt werden kann. Ebenso las-
~sen sich ihre wesentlichen Eigenschaften, die Ausgedehntheit nach
drei Dimensionen, die Continuitéit, die Congruenz in sich selbst, die
Unendlichkeit u. a. m. analytisch ausdriicken. Denn denselben lasst
sich zun#chst eine anschauliche, constructive Bedeutung beilegen.
Die Ausdehnung nach drei Dimensionen z. B. ist dadurch charaktc-
risirt, dass die Lage eines jJeden Punktes durch seine Beziehungen zu
~ drei von einander unabhiingigen Raumgrofsen, etwa zu einem System
von drei auf einander rechtwinkligen Coordinatenaxen eindeutig be-
stimmt wird. Die Continuitit 18sst sich durch die Entstehungsweise
des Korpers aus der Bewegung von Flichen u.s. w. oder umgekehrt
durch die Entwicklung der Flichen, Linien und Punkte als Gren-
zen beziiglich des Korpers, der Fliche -oder der Linic darstellen,
oder endlich durch die Teilbarkeit ins unendliche, die jeder Raum-
anschauung anhaftet, zum Ausdruck bringen. Diese Constructions-
begriffe lassen sich ferner in Grifsenbegriffe umformen. Die Ausdeh-
nung nach drei Dimensionen wird so zur Abhingigkeit eines jeden
Elements ! von drei von einander unabhingigen Verinderlichen.
Unter der Continuitat ferner verstehen wir diejenige Beschaffenheit
einer Raumgrofse, wonach sie, um von einem Endwert zu cinem
anderen zu gelangen, alle zwischenliegenden Endwerte durchlaufen

! Ich habe den Ausdruck ,,Element“, den Riemann den Bestimmungs-
weisen der discreten Griofsen vorbehilt, anch fir die stetigen Grofsen be-
nutzt, weil die Bezeichnung ,,Punkt“ die Erinnerung an die Raumvorstel-
lung zu nahe bringt, von der im folgenden mehrfach abstrahirt werden soll.
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muss, deren Coordinaten iiberdies sich bei der Bewegung eines
Punktes so andern, dass die Verhiiltnisse der zusammengehorigen
Aenderungen, wenn diese selbst unendlich klein werden, sich einem
constanten Werte nihern. 1 |

Da eine solche analytische Bestimmung fiir jedes der wesent-
lichen Merkmale unserer Raumvorstellung moglich ist, so 1st es auch
moglich, eine Definition derselben als eines Groéfsenbegriffs zu geben.

Diese Moglichkeit ldsst sich jedoch erst ausfithren, wenn die
Zahl und der Zusammenhang der Priadicate, welche die Definition
bilden sollen, genau angegeben werden kann. Dazu aber wird er-
fordert, dass wir andere Grolsenbegriffe bilden kénnen, die sich mit
dem Grofsenbegriffe unseres Raumes vergleichen lassen. Unsere
erste Aufgabe besteht demnach darin, solche Grofsen aufzusuchen,
die einen Teil der Merkmale unseres Grifsenbegriffs vom Raume
besitzen, denen aber andere Merkmale, die wir demselben gemiifs
seiner tatsichlichen Beschaffenheit beilegen, nicht zukommen. Da-
darch aber erhalten wir zuniichst nur eine analytische Definition
des Raumes, d. h. eine solche, welche simmtliche Pridicate nicht
in ihrer anschaulichen Bedcutung, sondern lediglich nach ihren
analytischen Werten enthélt. Jedoch wir konnen diese Definition,
nachdem wir sie auf solche Weise erhalten haben, wiederum in die
Sprache der Anschauung zuriickiibersetzen, von der wir ausgegan-
gen sind, da jedem einzelnen der gefundenen analytischen Merk-
male selbstverstindlich ecin eindentiger anschaulicher Sinn zukom-
men muss.

Hieraus nun geht erstens hervor, dass unsere allgemeine Raum-
vorstellung den besonderen Raumvorstellungen, die wir aus ihr heraus
bilden kénnen, insofern vollkommen analog ist, als sie sich uns eben-
falls in dreifacher Form: als Raumanschauung, als Ranmbegriff und
als Grofsenbegriff vom Raume darstellt. Es folgt jedoch zweitens,
dass wir diese drei Vorstellungen in beiden Fallen nicht auf dem
gleichen Wege entwickeln. Beide Male zwar ist uns die Anschauung
als solche zuerst gegeben; aber jene besonderen Anschauungen fiih-
ren unmittelbar zu den in ihnen enthaltenen Begriffen, weil wir von
ihnen iiberall eine gleichartige Vielheit zu bilden vermdgen; die
‘allgemeine Raumanschauung dagegen lasst sich nicht unmittelbar

! HELmuoLrz, Gdttinger gelehrte Anzeigen, a, a. 0. S. 198,
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in einen Raumbegriff umformen, weil uns eine solche Vielheit der-
selben nicht anschaulich gegeben werden kann, da der Raum als
Anschaunung betrachtet einzigartig ist. KErst die analytische Discus-
sion zeigt hier, dass gleichartige Begtiffe existiren, deren Verglei-
chung mit einem vorldufig gebildeten analytischen Begriff zunfichst
zu einem Grolsenbegriff des Raumes fithrt. Dieser fiihrt dann zu
dem eigentlichen Raumbegriff, sofern seine Merkmale sich anschau-
lich umdeuten lassen. Der Grofsenbegriff, der fiir alle spezielle
Construction demnach den dritten Schritt der Entwicklung resp.
die zweite Stufe der Abstraction darstellt, reprisentirt fiir unsere

Aufgabe den zweiten Schritt, die erste Stufe der Abstraction.
\ Der Ausgangspunkt fiir unsere weitere Untersuchung ist dem-
nach eine vorldufige Definition des Grofsenbegriffs vom Raum, welche
uns die gleichartigen Begriffe, die zur Vergleichung dienen konnen,
“zeigen soll. Hierzu kénnen wir die beiden Merkmale der dreifachen
Ausdehnung und der Contimuitdt benutzen, die wir schon oben be-
sprochen haben und demnach sagen: der Raum ist eine stetige
Grofse, deren Elemente durch drei von einander unabhingige Ver-
anderliche eindeutig bestimmt sind. o

 Diese beiden Priddicate nun miissen den coordinirten Grolsen-
begriffen, die wir suchen, jedenfalls zukommen. Natiirlich nur in
analytischem Sinne; denu vorlaufig, dies sei nochmals aunsdriicklich
erwithnt, leisten wir darauf Verzicht, Beispiele zu treffen, deren
analytischen Pradicaten wir eine anschauliche Bedeutung zu geben
vermochten, die unserer Raumanschauung entspréche. Ein erstes
solches Beispiel nun liéfert uns das System der Farbenempfindun-
gen, d. h. die Gesammtheit der unterscheidbaren Farbeneindriicke.
Dieselbe stellt sich der analytischen Betrachtung zuerst als eine
stetige Grifse dar, sofern zwel beliebige Farbeneindriicke in der
Tat durch eine fiir unser Empfinden - vollkommen continuirliche
Reihe von anderen verbunden werden konnen, sofern iiberdies alle
diese Eindriicke, psychologisch betrachtet, gleich einfache Empfin-
dungen abgeben. Dem widerspricht nicht, dass das Farbensystem
sowol der physikalischen als der physiologischen Theorie nicht als
eine continuirliche, in sich gleichartige Grofse erscheint. Wir diir-
fen der physikalischen Analyse ohne weiteres zugeben, dass nicht
alle Farbenempfindungen hinsichtlich ihrer objectiven Zusammen-
setzung gleichartig sind, da nur cin Teil derselben deun einfachen



41 —

Spectralfarben entspricht, andere dagegen wie das Purpur und das -
Weils erst durch eine Mischung zweier oder mehrerer jener Farben
entstehen, noch andere endlich, wie das Grau und das Braun nichts
anderes sind als lichtschwaches Weils resp. lichtschwaches Gelb.
Wir haben ebenso wenig einen Anlass, der physiologischen Theorie
entgegen zu treten, welche alle jene Eindriicke auf die verschieden-
artige Reizung dreier Arten von Nervenfasern reducirt, also auch
von ihren Gesichtspunkten aus die Gleichartigkeit der einzelnen Ein-
driicke leugnet. Denn uns geniigt die psychologische Tatsache, dass
alle diesec Unterschiede in den Empfindungswerten der Farben selbst
nicht zum Ausdruck kommen, da uns das We'ls als Empfindung
ebenso einfach erscheint wie jede beliebige Spectralfarbe, und uns
ein dunkles Braun dem hellen Gelb nicht nidber steht als etwa ent-
sprechende Farbentone in Rot und Orange. Auch das feinere Er-
gebnis der physikalischen Untersuchung des Spectrums lisst uns
unberiihrt, dass schon die Reihe der einfachen Grandfarben zwischen
Rot und Ultraviolett im allgemeinen discontinuirlich ist, sofern nur
‘glithende Korper, wenn ihre Strahlen durch einen luftleeren Raum
gehen, continuirliche Spectra geben kénnen. Denn auch diese Dis-
continuitit gilt nur der Farbenreihe in objectivem Simne, da wir
keine Differenz zwischen den Iarbentonen zu beiden Seiten eines
-~ und desselben dunklen Streifens im Spectrum wahrnehmen konnen.
Bleibt somit die Gleichartigkeit und Stetigkeit des Systems unserer
Farbenempfindungen als solcher gesichert, so wird die Analogie
desselben mit unserem Grofsenbegriff vom Raum hinreichend grols
sein, sobald es moglich wird, demselben in analytischem Sinne auch
- drei Dimensionen zuzuschreiben, d. h. also die Abhéngigkeit jedes
seiner Elemente von drei unabhiingigen Variabeln darzutun. Diese
Abhingigkeit nun ist in der Tat vorhanden. Denn so unendlich
mannigfach die objective Zusammensetzung farbigen Lichts auch
varitren kann, so unzweifclhaft dasselbe deshalb der physikalischen
Betrachtung im allgemeinen als eine Function unendlich vieler Va-
riabeln erscheinen muss, so reducirt sich diese Mannigfaltigkeit
doch fiir die Empfiinglichkeit unseres Auges iiberall auf drei Grofsen.
Die Beschaffenheit einer jeden Farbenempfindung n#mlich, die
einfachen Spectralfarben als Grenzfille einbegriffen, ist bedingt
erstens durch den Farbenton, zweitens durch den S#ttigungsgrad
und drittens durch die Lichtstirke der betreffenden Farbe, Jede
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dieser drei Grofsen aber ldsst sich wie die Grofsenbegriffe der Coor-
dinaten als stetig und im allgemeinen auch als unabhingig ver-
dnderlich ! betrachten. Wie ferner den Raumbestimmungen ver-
schicdene Coordinatensysteme zu Grunde gelegt werden konnen,
so lassen sich auch hier verschiedenc Variabele zum Ausdruck jener
Abhingigkeit benutzen. Denn ein jeder Farbeneindruck lasst sich
auch darstellen als abhiingig von der Quantitit cines gesittigten
farhigen diichts, der Wellenlinge desselben und der Quantitit
weilsen Lichts, die seinen Sattigungsgrad bedingt; auch als abhingig
von drei einfachen Farben, den sogenannten Grundfarben, die Young
als Rot, Violett und Griin bestimmt hat, lisst er sich betrachten.

Das Farbensystem ist demnach #hnlich dem Raum eine stetige

Grofse, deren Elemente durch ihre Beziehungen zu drei von ein-
ander im allgemeinen unabhingigen Veranderlichen cindeutig be-
stimmt sind. Deshalb ist es auch moglich, dasselbe riumlich zu
“construiren; und ahnlich wie 1m Raum liisst es sich, je nachdem
man die Abhingigkeit von einer, zwei oder drei Variabeln in Be-
tracht zieht, als Farbencurve, als Farbentafel oder als ein der Pyra-~
mide dhnlicher Farbenkorper zur Darstellung bringen.

Diese (leichartigkeit beider Begriffe ldsst jedoch wesentlichen
Differenzen freien Raum. Schon die Art, in welcher jedes Element
von den drei Coordinaten abhingig ist, ist in beiden Fillen nicht
1dentisch. Die drei Dimensionen des Raumes lassen sich mit ein-
ander vertauschen, so dass es z. B. méglich ist, die Entfernung zweier
Punkte, die iibereinander auf der y-Axe liegen, mit dem Abstand
zweier' ‘anderer zu vergleichen, die nebeneinander auf der x-Axe
oder hintereinander auf der z-Axe befindlich sind. FEtwas analoges
“findet im Farbensystem nicht statt. Wir konnen die Differenz zweicr
Farben von gleichem Farbenton und S#ttigungsgrad aber verschie-
dener Lichtstarke nicht mit dem Unterschied zweier Eindriicke von

! In strengem’ Sinne sind diese drei Veridnderlichen allerdings von ein-
ander nicht unabhingig. Der Farbenton variirt je nach dem Grade der
Intensitat und der Sattigung. Bei geringer Intensitit ndhert er sich z. B.
dem Schwarz, bei grofser dem Weils. Die Grenze dieses Uebergangs ist
iiberdies fur die verschiedenen Farben nicht die gleiche. — Zu diesem gan-
zen Abschnitt vergl. tibrigens Wunor, Grundeige der physiologischen Psy-
chologie. Leipzig 1874. 8. 373 f. und besonders Hernuumorrz, Physiologische
Optik. Leipzig 1867. § 19 ff.
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wlomhem Sattigungsgrad und gleicher Lichtstirke aber verschie-
denem Farbenton, und ebensowenig mit dem zweier Empfindungen
von gleicher Lichtstiirke und gleichem Farbenton aber verschie-
denem Sittigungsgrad in Vergleichung bringen. Noch einen zweiten
‘Unterschied heider Grofsen kionnen wir ohne Mihe hbestimmen.
Unsere Anschauung vom Raume lehrt uns denselben als einen ins
tinendliche ausgedehnten erkennen; das Farbensystem dagegen be-
sitzt eine solche Ausdehnung ins unendliche nicht. Die geometrische
Construction desselben zeigt uns einen endlichen, einem Doppelkegel
resp. einer Doppelpyramide ahnlichen Koérper. Weder der Farben-
ton noch der Sittigungsgrad noch die Lichtstirke ldsst sich fiir
unser Empfinden ins unendliche variiren. Auch fir dieses Merkmal
konnen wir den analytischen Aunsdruck bestimmen;  wir konnen
jedoch erst an spiterer Stelle zeigen, welchen Wert derselbe fiir
unseren Raum annimmt. _ |

Ein zweites Beispiel einer stetigen Grifse von drei Dimen-
sionen bietet uns das System der Tonempfindungen dar. Die Natur
~cines jeden Tons ist bedingt durch-seine Hdhe, seine Intensitdt und
seine Klangfarbe, deren jede unabhiingig von der anderen variirt
werden kann; diese Verinderung ist iiberdies in der Weise moglich,
dass jeder Ton durch alle mbglichen Zwischenttne in jeden anderen
iibergefithrt werden kann. Auch hier aber gelten mannigfache Unter-
schiede vom Raum: Wie die Farbeneindriicke bilden die Tonempfin-
dungen eine endliche Mannigfaltigkeit, deren Dimensionen sich nicht
miteinander vertauschen lassen. Ueberdies sind diese beiden Systeme
auch von einander analytisch wol verschieden, wie sich leicht ergiebt,
sobald wir die raumlichen Constructionen beider mit einander ver-
gleichen, Die Farbencurve z. B. ist eine Linie, deren Endpunkte,
Rot und Violett, sich einander nidhern und durch das Purpur in
einander iibergefiihrt werden kénnen, wihrend dio Endpunkte der
blofs pach ihrer Hohe geordneten Tonreihe, etwa das nach Helm-
holtz eben noch wahrnehmbare ¢_, und das von Savard be-
stimmte dg! weiter von einander entfernt sind als irgend welche
andere Punkte. Die Farbenlinie ist demnach eine geschlossene
Curve, die Tonreihe eine begrenzte Gerade. |

' Man vgl. Worixer, Hrperimenial- Physik. Band 1. 8. Aufl. Leipzig
1874. § 153.
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Diese beiden Beispiele geniigen, uns cinen Gattungsbegriff bil-
den zu lassen, der das Raumsystem, wie das Farben- und das Ton-
system, sowie alle anderen entsprechenden Grofsen, die sich noch
angeben lassen, gleicherweise umfasst, den Gréfsenbegriff nimlich
einer dreifach bestimmten stetigen Mannigfaltigkeit?®
iiberhaupt.

Jeloch dieser Begriff ist noch nicht hinreichend erweitert, ums
die Abhingigkeitsheziehungen aller fiir unsere Aufgabe in Betracht
kommenden Mannigfaltigkeiten einsehen zu lassen. Wir konnen das
Gesetz der Begriffsreihe, die wir entwickeln wollen, erst finden,
wenn wir auch das allgemeinste Glied derselben erkannt haben.
Zu dieser notwendigen Erweiterung fiihrt uns die Untersuchung
der moglichen Abstractionsformen, die in dem Begriff einer dreifach
bestimmten Mannigfaltigkeit enthalten sind.

Was zunichst unseren Raum betrifft, so konnen wir auf Grund
eines einfachen Abstractionsprocesses denselben zu den Begriffen
zweifach ausgedehnter Raumgrofsen, der Flachen, und einfach aus-
gedehnter Raumgrofsen, der Linien verengen.? In dhnlicher Weise
kénnen wir die Farbeneindriicke oder die Tonempfindungen nur auf

1 Um Misverstindnissen vorzubeugen, sei schon hier bemerkt, dass dieser
Begriff, wie aus dem Folgenden deutlicher werden wird, weiter ist, als
Riemanns Begriff einer dreifach resp. n-fach ausgedehnten Mannig-
faltigkeit aberhaupt. — Die Bezeichnung des entwickelten Begriffs als einer
dreifach bestimmten Mannigfaltigkeit ist ungenau, da jene Bestimmtheit -
nur die Elemente derselben betrifft; aber gerade die unanschauliche Natur
dieser Begriffe scheint es zweckmé#lsig zu machen, die dem Sprachgebrau’ch
gemifse Bezeichnungsweise hier zu verlassen und statt dessen die leicht
~ vorstellbaren Abhingigkeitsbeziehungen der Elemente zum Ausdruck zu
bringen. ‘ o

# Diese Andeutungen iiber den Bildungsprocess der mathematischen Vor-
stellungen von Flichen, Linien und Punkten bestitigt zugleich die oben
aunsgesprochene Behauptung, dass fiir die geometrische Beweisfithrung nur
die Raumbegriffe jener Formen in Betracht kommen. Wir besitzen keine
Anschauung von Flichen und Linien als solchen, sondern nur dic Anschauung
von Korpern, von denen eine oder zwei Dimensionen im Verhaltnis zur drit-
ten unendlich klein sind. Wie die Vorstellung keines einzigen Begriffs rein
- vollziehbar ist, da die Merkmale, die ihn zur Anschawung erginzen, immer
in Mitwirkung bleiben, so auch hier, wo die Vorstellungen trotz ihres dis-
cursiven Charakters dennoch als Anschauungen erscheinen, weil fir sie jene -
notwendige Trennung der Merkmale in Folge des engeren Zusammenhangs
derselben noch weniger ausfithrbar ist, als in den meisten anderen Fiallen.
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zwel resp. auf eine der sie bestimmenden Grofsen beziechen, und so
die Vorstellungen von Farben- oder Tontafeln, resp. von Farben-
oder Tonlinien bilden, die ebenfalls nur als abstracte Begriffe gelten
konnen, Und jeder dieser Processe ist analytischer Deutung fihig;
jede der Vorstellungen, die aus ihm resultiren, lisst sich als ein
Grofsenbegriff bestimmen. Dass eine Mannigfaltigkeit- zweifach oder
einfach bestimmt ist, bedeutet, wie die analytische Discussion er-
giebt !, nichts anderes, als dass jedes ihrer Elemente durch zwei
resp. eine unabhiingige Verinderliche eindeutig gegeben ist. So
selbstverstindlich dieses Resultat erscheint, so wichtig wird es doch
fir die Erweiterung unseres oben entwickelten Gattungsbegriffs.
Denn es setzt uns in den Stand, nunmehr auch den Begriff einer
mehr als dreifach bestimmten Mannigfaltigkeit analytisch zu bilden.
Eine vierfach bestimmte Mannigfaltigkeit wird sich demnach defi-
niven lassen als eine solche, deren jedes Element durch vier von
einander unabhingige Verinderliche eindeutig gegeben ist; eine
n-fach bestimmte Mannigfaltigkeit endlich wird eine solche
sein, deren Elemente von n selbstindigen Variabeln abhiingig sind.
' ~Auch dieses Resultat beansprucht eine nihere Erklirung seiner
logischen Berechtigung. Es kann auf den ersten Blick scheinen,
als ob hier ein ungehériger Sprung geschehen sei, sofern wir den
- Grofsenbegriffen, die wir bisher betrachteten, unmittelbar bestimmte
Anschauungen resp. Empfindungsverhiltnisse zu Grunde legen konn- -
ten, withrend dies schon fiir den Begriff einer vierfach bestimmten
Mannigfaltigkeit nicht mehr moglich ist. Jedoch die mathematische
Analyse setzt uns ohne Miithe in den Stand, auch hier entsprechende,
anschaulich vorstellbare Verhiltnisse aufzufinden. So ist die Qua-
litit einer Mischung abhingig von der Zahl der verschiedenartigen
gemischten Substanzen; eine Mischung aus vier Substanzen wiirde
deshalb die anschauliche Grundlage fiir eine vierfach bestimmte
Mannigtaltigkeit abgeben. Dazu kommt, dass nicht jener anschau-
liche Ursprung dieser Vorstellungen es ist, der unsere Entwicklung
beherrscht, sondern vielmehr die analytische Deutung, die dem-
selben substituirt werden kann. Uecberdies aber will der Begrift
einer n-fach bestimmten Mannigfaltigkeit nichts anderes darstellen
als den Bégriff ciner Grolse, die durch eine n_ ,-fache Wiederholung

' RieMaNN a. a. 0. L. §§ 2, 3.
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des Processes, der von der einfach zur zweifach bestimmten Mannig-
faltigkeit iiberfiihrt, entstanden gedacht werden kann. Selbstver-
standlich ist ferner, dass dieser Begriff vollkommen abstracter Natur
18t, sind es doch lauter abstracte Grtifsenbe_griffe\, aus denen ‘er ge-
bildet ist. Der Begriff ist deshalb anschaulich unvorstellbar. Denn
so einleuchtend es ist, dass z. B. die Begriffo zweifach oder einfach
ausgedehnter Raumgréfsen ebenso wie die DBegriffe zweifach oder
einfach bestimmter Farbensysteme anschaulich dargestellt werden
konnen, weil sie nur Determinationen des gegebenen dreifach aus-
gedehnten Raumes oder des entsprechenden Farbensystems sind, so
begreiflich solite es auch sein, dass dem vorliegenden Begriff jedes
anschauliche Moment fehlen muss, da die Anschauung um so mehr
zuriicktritt, je allgemeiner, d. h. je inhaltsleerer der Begriff wird.
Unvorstellbar in logischem Sinne, d. h. undenkbar ist der Begriff
jedoch in keiner Weise. Es ist nur zu beachten, dass er durch
einen zweifachen Process gebildet wurde. Die VorstelJung der drei-
fach bestimmten stetigen Mannigfaltigkeit iberhaupt, die wir zuerst
bildeten, war ein abstracter Begriff, der genau auf jenem Wege der
Synthese von Anschauungen entstanden ist, der alle Begriffshildung
leiten muss. Diesen Begriff nun formten wir dadurch um, dass wir
einem seiner beiden Merkmale, dem Pradicate dreifacher Bestimmt-
heit, den Charakter unbestimmter Allgemeinheit verliehen. Die
- logische Berechtigung einer solchen Umdeutung unterliegt so wenig
einem gerechten Bedenken wie jene erste Begriffsbildung, was nur
durch den Hinweis auf die vielen gleichartigen Fille in der alge-
braischen Analysis angezeigt werden mag. Die Vorstellung einer
n-fach bestimmten Mannigfaltigkeit vereinigt demnach in sich das
Wesen eines Gattungsbegriffs mit der Natur eines unbestimmten
Allgemeinbegriffs. Thré logische Denkbarkeit ist deshalb so sicher
erweislich wie ihre anschauliche Unvorstellbarkeit.

Wir haben somit den allgemeinsten Gattungsbegriff gewonnen,
unter den der Grolsenbegriff unseres Raumes subsumirt werden
kann. Es fehit jedoch viel, dass wir dadurch unmittelbar in den
Stand gesetzt wiren, seine Definition zu finden. -

Der Begriff der n-fach bestimmten, stetigen Mannigfaltigkeit
ist zuniichst zu weit, als dass wir ihn sofort zur Ableitung benutzen
konnten. Er involvirt alle moglichen Systeme dreifuch bestimmter
Mannigfaltigkeiten, wir aber wollen nur die unserem Raumbegriff



47

analogen untersuchen. Zum Zweck seiner Beschrinkung erinnern
wir uns des Merkmals der Gleichartigkeit der Dimensionen, das
unseren Grofsenbegriff vom Raume von den analogen Begriffen des
Farben- und Tonsystems schied. Dieses Merkmal ist es, welches
die Mafsverhiltnisse unseres Raumes von den Mafsverhéltnissen
jener ebenfalls dreifach bestimmten Mannigfaltigkeiten trennt. Und
eben weil es diesen Malsverhiiltnissen angehért, also von den Ab-
hingigkeitsbeziehungen der Elemente als solcher, d. i. von der Zahl
ihrer Bestimmungen nicht beriihrt wird, so sind wir berechtigt, es
auf die n-fach bestimmten Mannigfaltigkeiten zu iibertragen. Wir
konnen demvach zwei Arten dieser Grofsen unterscheiden: erstens
solche, deren Abhéngigkeitsverhiltnisse mit einander nicht ver-
tauschbar sind, d. h. n-fach bestimmte Mannigfaltigkeiten im en-
geren Sinne, und zweitens solche, deren Abhidngigkeitsverhiltnisse
vollkommen gleichartig sind. Wie wir diese bezeichnen sollen, er-
giebt sich, sobald wir uns die anschauliche Forderung vergegen-
wiirtigen, welche sie niherungsweise erfilllen miissen. Obgleich wir
nimlich in keiner Weise im Stande sind, die Grenzen unserer Vor-
stellung des Raumes iiber eine dreifache Ausdehnung desselben
hinaus anschaulich zu erweitern, so konnen wir uns doch denken,
d. h. aus dem Tathestande unserer -inneren Erfahrung begrifflich
“ableiten, dass es Wesen geben kiénne, die den Grolsenbegriff einer
n-fach gleichartig bestimmten Mannigfaltigkeit ebenso in eine ent-
sprechende Anschauung iibertragen konnten, wie wir den Grofsen-
begriff unseres Raumes in die Sprache der Anschauung zu tiber-
setzen vermégen. Damit soll natiirlich nicht eine Hypothese iiber
die mogliche Existenz solcher Wesen ausgesprochen, sondern nur
eine Forderung geltend gemacht werden, wie sie fiir die begriffs-
mifsige Darstellung des Naturganzen etwa in der Vorstellung jenes
mathematischen Geistes enthalten ist, den Laplace geschildert hat.!
Beide Fille sind allerdings nicht gleichartig. Die Vorstellung jenes
Geistes erfordert nur eine unendliche aber gleichartige Erweiterung
unseres Verstandes; die Annahme eines solchen Wesens setzt dagegen
eine unendliche ungleichartige Erweiterung unserer Anschauung vor-

1 Auf dieses gliickliche Idealbild des grofsen Mathematikers hat bekannt-
lich zuerst Dubors-Revymonp in seinem Vortrage Ueber die Grenzen des
Naturerkennens. Leipzig 1872, aufmerksam gemacht.
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aus. Jedoch diese wie jene sind ideale Zielpunkte gesetzmialsiger
Entwicklung; nur mit dem Unterschiede, dass wir uns jenem Ver-
standesideal tatsichlich allméhlich ndhern, wihrend die Moglichkeit
einer entsprechenden Entwicklung unserer Anschauung bis jetzt und
vielleicht fiir immer lediglich eine denkbare begriffliche Forderung
ist, die unsere gegebene Weltanschauung in keiner Weise beriihren
darf. Auch hier soll sie uns nur dazu helfen, eine analoge Bezeich-
nung fiir die n-fach bestimmten Mannigfaltigkeiten zu finden. Wir
wollen sie demgemils n-fach ausgedehnte‘Mannigfaltigkeite'n
oder Ausgedehntheiten von n-Dimensionen nennen. Helm-
holtz hat sie kurzweg als Riume von n-Dimensionen bezeichnet. Die-
ser Ausdruck scheint nur deswegen nicht ganz zweckentsprechend
gewihlt, weil wir denselben nicht auf die zweifach oder einfach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeiten beziehen konnen, ohne den Sprach-
‘gebrauch schwer zu verletzen. Es wird deshalb besser sein, den
neuen Begriff mit dem neuen Worte der ,, Ausgedehntheit® zu be-
zeichnen, der sich ohne Verstols gegen eine nicht ungerechtfertigte
terminologische Gewohnheit als Gattungsbegriff fiir alle Mannigfal-
tigkeiten von vertauschbaren Dimensionen gebrauchen lisst.!

1 Kein geringerer als Lotze hat gegen Helmholtz’ Bezeichnung der
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit als eines Raumes von n-Dimensionen
lebhaft protestirt. Er sagt (Logik 8. 217): ,,So gewiss nun der Name des
Raums fiir uns nur ein Ordnungssystem bedeutet, von welchem wir diese
urspriingliche, aus arithmetischen Betrachtungen allein gar nicht ableitbare
Anschauung haben, so gewiss ist es logische Spielerei, ein System von vier
oder fiinf Dimensionen noch Raum zu nennen. Gegen alle solche Versuche
muss man sich wahren; sie sind Grimassen der Wissenschaft, die durch
vollig nutzlose Paradoxien das gewdhnliche Bewusstsein einschiichtern und
ither sein gutes Recht in der Begrenzung der Begriffe tauschen.“ Deshalb
will er fir ,,Raum* die Bezeichnung ,,Ordnungssystem* und fiir ,,Dimen-
sion“ den Ausdruck ,,Skala‘ setzen. Dieser Tadel ist jedoch schwerlich ge-
rechtfertigt. So misverstandlich ey im allgemeinen ist, Pradicate, die zu-
nachst nur einen rein anschaulichen Sinn. haben, auf abstracte Grofsen-
begriffe zu tbertragen, so wenig ist die Wissenschaft doch in der ILage
dies uberall vermeiden zu konnen. Es ist zweckmifsig, fiir jene Mannig-
faltigkeiten eine Bezeichnung zu wahlen, welche an unsere Raumanschauung
erinnert, weil dadurch sowol der Zusammenhang, der sie mit dem Groéfsen-
begriff unseres Raumes verbindet, zum Vorschein kommt, als auch der
Gegensatz angezeigt wird, der sie von den gleichartigen Systemen nicht
raumlicher Mannigfaltigkeiten trennt. Noch weniger scheint mir der Aus-
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Jedoch anch dieser Begriff einer Ausgedehntheit von n Dimen-
sionen fiihrt uns noch nicht unmittelbar zu der gesuchten Bestim-
mung der wesentlichen Merkmale unseres Raumes. Noch fehlt uns
ein Princip, das uns ermoglicht, die verschiedenen moglichen Arten
n-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten abzuleiten und niher zu be-
stimmen, oder spezieller ausgedriickt, es fehlt uns ein Gesichtspunkt,
von dem aus wir die verschiedenen coordinirten raumihnlichen d. h.
dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, die sich uns als analytisch
gleich moglich ergeben werden, vergleichen konnten.

Diesen (resichtspunkt nun bieten uns die inneren Malsver-
hiltnisse der Ausgedehntheiten, die wir schon oben, bei Scheidung
der Ausgedehntheiten von n Dimensionen von den n-fach bestimmten
Mannigfaltigkeiten im engeren Sinne kurz in Betracht ziehen mussten.
Es ist hier der Ort, ausfiithrlicher auf dieselben einzugehen. Fiir die
analytische Discussion der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten
kommen zunichst nimlich zwei wol von emander zu unterschei-
dende Beziehungen zur Geltung: die Ausdehnungs- und die Malfs-
‘verhiltnisse derselben. Jene betreffen die Anzahl der Dimensionen
oder der Abhiingigkeitsbeziehungen der einzelnen Elemente, diese
gehen auf die Art, in welcher das einzelne Element durch jene Be-
ziehungen bestimmt wird. Jene charakterisiren das gegenseitige

druck ,,Dimension® Anstofs erregen zm konnen, da der Begriff derselben
in den n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten kein anderer. ist als in
unserem Raume. Lotzes Bezeichnung der Ausgedehntheiten als Ordnungs-
systeme diirfte jene Doppelstellung derselben nicht hinreichend charak-
terisiren, tiberdies weist sie das Sprachgefiihl eher auf Eigenschaften hin,
die wir mit dem gesetzmifsigen Causalzusammenhang der Dinge, nicht
aber mit solchen stetigen Grofsen verkniipft denken, deren Teile relativ
freie Beziehungen zu einander haben. Aehnlich scheint mir der Ausdruck
»Skala® die Gewohnung, den Begriff der Dimension mit den ¢ben angedeu-
teten analytischen Merkmalen zusammenzudenken, unliebsam zu stéren, ohne
doch einen Ausdruck zu bieten, dessen urspriinglich riumliche Bedeutung
unserem Sprachbewusstsein bereits mehr geschwunden ware. Tatsache ist
es allerdings, dass sich durch die oben acceptirten Bezeichnungen nicht
wenige grobe und feine Misverstindnisse besonders bei den philosophischen
Beurteilern gebildet” haben. Itir diese Misverstindnisse bieten jene Be-
zeichnungen jedoch nicht die Ursachen, sondern gleichsam nur den will-
kommenen Anlass; die eigentlichen Griinde liegen in den andersgerichteten
philosophischen Ueberzeugungen, deren Einfluss auf die Interpretationen die
- Mathematik durch keine Terminologie verhindern kann.

Erdmann, Goom, Axiome. : 4
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Verhéltnis der verschiedenfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten,
~ diese fixiren die verschiedenen moglichen Arten einer und derselben
belichig ausgedehnten Grofse. Die Malsbestimmungen der Ausge-
dehntheiten bestehen demnach in den Beziehungen, welche dem
Vergleichen ihrer einzelnen Teile zu®Grunde liegen. Ein solches
Vergleichen aber der cinzelnen Teile setzt voraus, dass dieselben
unabhingig sind vom Ort. Denn alles Vergleichen stetiger Grifsen
ist nichts anderes als ein Messen ihrer gleichartigen Bestandteile
d. h. im Sinne der Anschauung ein Aufeinanderlegen derselben; es
setzt daher voraus, dass es moghch ist, die eine der zu vergleichen-
den Grofsen ,als Malsstab fir die andere fortzutragen.«?

Diese Ertrterungen zeigen, dass uns die inneren Malsverhilt-
nisse der ausgedehnten Mannigfaltigkeiten in der Tat ein Prineip
ihrer Einteilung an die Hand geben. Noch aber fehlt uns der Ein-
teilungsgrund dieser Verhiltnisse selbst. Zu der Verdeutlichung
desselben, die nur durch die Bestimmung des die Mafsbeziehungen
charakterisirenden analytischen Ausdrucks gewonnen werden kann,
fithrt uns die Betrachtung der verschiedenen Arten anschaulich ge-
gegebener, zweifach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten, der Flichen.

Die #lteren Geometer ordneten- die Flichen ebenso wie die
Linien nach zwei Gesichtspunkten, indem sie ihrer Einteilung ent-
weder die Principien der geometrischen Construction oder die der
analytischen Bestimmung durch Gleichungen zu Grunde legten, die
nicht iiberall zusammenfallen. Erst die bedeutsamen Untersuchun-
gen von Gauss iiber die krummen Flidchen haben eine schérfere
Unterscheidung zur Geltung gebracht. Gauss ging davon aus, die
Flichen nicht als Grenzgebilde der Korper, sondern als selbstin-
dige Ranmformen zu betrachten. Sie stellten sich ihm daher gemifs
den oben angedeuteten Ueberlegungen anschaulich in der Form von
Korpern dar, deren eine Dimension als unendlich klein angesehen
werden muss, so dass der Begriff der Beugung derselben einen festen
Sinn bekam. Dadurch nun traten verschiedene Flichen in Zusam-
menhang, die sonst als verschiedenartig angesehen worden waren.
(leichartig néimlich in den wesentlichsten Eigenschaften sind hier-
nach alle diejenigen Flichen, die sich durch Beugung ohne Dehnung
auf einander zuriickfiilhren lassen. Gleichartig der Ebene z. B. sind

T Rimmany a. a. 0. 1. § 1.
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alle diejenigen, die sich wie die Cylinder- und die Kegelfliche durch
Beugung ohne Dehnung auf eine Ebene reduciren, gleichartig der
Kugelfiiche sind ehenso alle die, welche sich auf eine solche ab-
wickeln lassen w. s. f. Es ist jedoch klar, dass eine solche Grund-
fliche, z. B. die Ebene, mit den auf sie abwickelbaren, also hier den
konischen und cylindrischen, nicht in allen Eigenschaften iiberein-
stimmen wird. Einige derselben zwar, fiir welche nur die Linge
der Linien in Betracht kommt — Gauss neunt sie absolute —,
werden fiir alle jene Formen gleich gelten; andere dagegen, fiir
welche die Beziehungen zu aufserhalb der Fliche gelegenen Punkten
malsgebend sind, werden von den verschiedencn Arten der Beugung,
welche die Fliche annehmen kann, abhingig sein. Zu jenen erste-
ren Kigenschaften, welche natiirlich die wesentlichen Metkmale der
allgemecinen Flichengruppen abgeben, gehdrt auch die Kriimmung
derselben, deren Charakter Gauss in derselben Abhandlung durch
zwel analytische Grofsen fest bestimmt. Dies sind die totale Kriim-
mung und die specifische Kriimmung oder das Krimmungsmals.
Zum Verstdndnis der geometrischen Bedeutung dieser folgenreichen
Begriffe geniigt es hervorzuheben, dass Gauss sich bei seinen Unter-
suchungen der Kugelfliche als einer Hilfsfliche bedient, auf welche
die Verhiltnisse der krummen Flichen bezogen werden. Jedem
Teile ‘einer krummen Fliche, der-von bestimmten Grenzen einge-
schlossen wird, ist demnach eine totale oder ganze Kriimmung zu-
zuschreiben, welche durch den jener Figur entsprechenden Flichen-
inhalt auf der Kugelfliche dargestellt wird. Das Kriimmungsmals
dagegen bezieht sich nur auf einen Punkt der Fliche und bezeich-
net den Quotienten, welcher entsteht, wenn die ganze oder totale
Kriimmung des dem Punkte anliggenden Flichenelements durch den
Flicheninhalt dieses Elements dividirt wird; es bezeichnet daher
das Verhiltnis des Inhalts der unendlich kleinen sich entsprechen-
den Flichenelemente auf der krummen Fliche und der auf sie be-
zogenen. Kugelfidche. Jede dieser beiden Bestimmungen nun, die
totale Kriimmung sowol als die spezifische, ldsst sich natiirlich ana-
lytisch deuten. Die erstere ergicht ein einfaches Integral, die letz-
tere einen Bruch, der zum Nenner die Einheit und zum Zahler das
Product der beiden sogenannten Hauptkriimmungsradien hat,

Diese Kriimmungsverhéltnisse nun sind es, in welchen die

Mafsbeziehungen zuniichst der zweifach ausgedehnten Mannigfaltig-
. 4
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keiten zum Ausdruck kommen, denn durch dieselben wird die
Grundlage aller Geometrie, die nichts anderes als das geordnete
System dieser Malsbestimmungen ist, die Lehre von den kiirzesten
oder, wie Helmholtz sie bezeichnend genannt hat, von den gerade-
sten Linien? eindeutig festgestellt.

Auch fiir diese Lehre bietet uns eine genaunere Besprechung
‘der charakteristischen Unterschiede der Fliachenarten den Schliissel
zum Verstindnis. Was zunichst die einfachste dieser Gruppen, die
Ebene und die aunf dieselbe abwickelbaren Flichen betrifft, so zeigt
sich durch die analytische Discussion, was die anschauliche Be-
schaffenheit der Grundfliche von vornherein erwarten lidsst, dass
ihr Kriimmungsmals den constanten Wert Null annimmt. Die Ebene,
die Kegelfliche und die Cylinderfliche haben also, in der Sprache
der gewdhnlichen Anschauungsweise zu reden, gar keine Kril,mmung,
so verschiedenartig auch ihre Beugung ist. Eine I'olge der Con-
stanz des Kriimmungsmalses ist, dass alle diese Flachen in sich selbst
congruent sind, d. h. dass jeder ihrer Teile sich abgesehen von
seiner Begrenzung in jeden anderen verschieben Iisst. Xine Folge
des besonderen Wertes dieses Malses ist, dass fiir sie alle das Axiom
von der geraden Linie als des kiirzesten Weges zwischen zwei Punk-
ten genan in dem gleichen Malse giltig ist. Wir sind nur genotigt,
den DBegriff der geraden Linie, den uns die Eingewohnung in die
geometrischen Verhiiltnisse der Ebene als solcher giebt, etwas zu
erweitern. Durch eine gerade Linie in diesem iiblichen Sinne nim-
lich lassen sich zwei Punkte eciner cylindrischen oder einer koni-
schen Ildache im allgemeinen allerdings nicht verbinden. Da aber,
wie aus den angedeuteten absoluten Kigenschaften dieser Flichen
von selbst erfolgt, jede solche Verbindungslinie genau dieselben
Kriimmungsverhfiltnisse aufweist, wie die gerade Linie der Ebenc,
sie demgemifs beide fiir alle Malsverhiltnisse als analytisch und
geometrisch identisch angesehen werden miissen, so fiihren sie auch
den gemeinsamen Namen von geradesten Linien. In Folge dieser
Uebereinstimmung beh#lt auch die Geometrie der Ebenc fiir alle
diese Flachen die gleiche volle Giltigkeit; ebenso gilt auch die
chene Trigonometrie unverandert fiir alle cylindrischen und koni-
schen Klichen.

' Hetwrorrz, Populire wissenschaftliche Vortrige. eft 111, 8. 28.
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Anders verhilt sich dies bei der Kugelfiiche und den Flichen,
dic sich auf dieselbe abwickeln lassen; hier bestimmt die analytische
Berechnung dem Kriimmungsmals einen constanten positiven Wert,
wie sich aus dem anschaulichen Charakter der Grundfliche eben-
falls von selbst ergiebt. Die Constanz des Kriimmungsmalses be-
wirkt daher auch hier die Congruenz der Flichen in sich selbst;
auch in ihnen lassen sich die einzelnen Flichenstiicke lings der
ganzen Fliche ohne Dehnung verschieben. Der besondere positive
Wert des Mafses hat jedoch fiir dieselben andere Eigenschaften der
geradesten Linien zur Folge. Die geradesten Linien der sphéirischen
Flachen sind Bogen grifster Kreise. Beachtet man nun, dass die
Definition dieser Linien nach der oben besprochenen Unterscheidung
von Gauss lediglich auf das Kriimmungsmalfs derselben Riicksicht
zu nehmen hat, dass die in der Ebene zu derselben hinzutretende
Grofsenbestimmung als kiirzester Verbindungslinie zwischen zwei
Punkten daher nicht nothwendig jeder geradesten Linie auch in an-
dern zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten zukommen muss,
5o wird deutlich, dass zwischen zwei beliehig gelegenen Punkten
auf der Kugelfiiche nicht eine, sondern zwei geradeste Linien ge-
zogen werden konnen. In der Tat ldsst sich durch zwei beliebige
Punkte einer Kugelfliche immer ein grifster Kreis legen, des-
sen beide durch die Lage der Punkte bestimmte Bogen genau in
der gleichen Weise geradeste Linien ‘bilden, wenn auch im allge-
meinen nur der eine von ihnen die kiirzeste Entfernung zwischen
den Punkten anzeigt. Ueberdies aber ldsst sich zu jedem Punkte
ein correspondirender finden, der mit dem ersten durch unendlich
viele geradeste und gleich kurze Linien verbunden werden kann, da
durch zwei Punkte, welche die Endpunkte eines Durchmessers bil-.
den, immer unendlich viele grofste Kreise gelegt werden konnen,
deren Peripherien durch diese Punkte in zwei Halbkreise zerschnit-
ten werden. Auch das Parallelenaxiom verliert fiir die Kugelfliche
scine Giltigkeit. Durch einen Punkt derselben ldsst sich zu einer
geradesten Linie tiberhaupt keine Parallele ziehen, da kein Bogen
eines grolsten Kreises einem anderen parallel gezogen werden kann.
Die Geometrie Euklids verliert deshalb auf der Kugelfliche ihren Sinn;
~ die meisten ihrer Lehrsitze gelten auf derselben teils gar nicht,
teils nur in veriinderter Gestalt. Der Lehrsatz von der Summe der
Dreieckswinkel z. B., in der Ebenc das Aequivalent des Parallelen-
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axioms, lautet hier, dass diese Summe grofser als zwei Rechte ist
und dass sic um so grofser wird, je mehr der Flicheninhalt des-
des Dreiecks zunimmt. In Folge dessen haben auch die Aehnlich-
keitssitze fiir die sphirische Geometrie keine Bedeutung. Liingst
bekannt ist ferner, dass die sphiirische Trigonometrie von der ebenen,
wenn schon sie 1thr im wesentlichen analog gebildet wird, doch in
vielen Punkten verschieden ist. Nur in dem Fall comncidiren die
geometrischen und trigonometrischen Lehrsitze der Sphire mit
denen der ebenen Flichen, wenn der Badius der ersteren sich ins
unendliche vergriofsert. Die Winkelsurame eines sphérischen Dreiecks
nihert sich dann ihrer unteren Grenze von zwel Rechten, da der
sphirische Excess gleich Null wird; die trigonometrischen Formeln
verwandeln sich in dio entsprechenden Gleichungen fiir die Dreiecks-
beziehungen der Ebene. . |
Fine dritte Klasse von Flachen, die sich der Kugel analog aber
entgegengosetzt verhalten, ist in der neucsten Zeit von Beltrami
analytisch untersucht und innerhalb gewisser Grenzen, deren Not-
wendigkeit an spiterer Stelle begreiflich werden wird, rdumlich
construirt worden.! Es sind dies die von Beltrami sogenannten
pseudosphirischen Flichen, deren Krimmungsmafs die analytische
Untersuchung als constant aber negativ ergiebt. Was ihre Con-
struction betrifft, so sei auf Helmholtz’ cingchendere Darstellung
derselben verwiesen ?; erwihnt moge nur werden, dass sich Streifen
dieser sattelformigen Fliachen etwa in der Form von kelchformigen
Champagnerglisern darstellen lassen, deren Kelchrand mit einer
unendlich starken Kriimmung senkrecht zur Symmetrieaxe scharf
abschneidet, deren Stiel in eine unendlich entfernte Spitze ausliuft,
oder dass sie sich auf cine Fliche abwickeln lassen, -wie sie sich
durch Rotation einer Ebene, die von zwei parallelen und zwei gleich-
méfsig concaven, an die ersteren scharf anlaufenden Kanten begrenzt
wird, um eine zwischen jenen Curven befindliche Axe ergeben wiirde.
Uns interessiren hier nur die Beziehungen, welche die inncren Mals-
verhéltnisse dieser Fliche mit den vorher genannten Flichengruppen

‘t Zu den beiden Abhandlungen, die Helmholtz a. a. O. 8. 31 citirt,
vergleiche man die franzdsische Uebersetzung der letzteren von HoUEL in
den Annales scientifiques de I'école normale supériewre. Bd. VI. 1869.
8. 347—377.

? HeLmuorntz a. a. 0. 8. 31 ff.
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verbinden. Dass auch diese Flichen congruent in sich selbst sind,
bedarf kaum noch der Hindeutung; charakteristisch dagegen fiir
ihre Malsbestimmungen ist, dass das Axiom von der geradesten
Linie als dem kiirzesten Weg zwischen zwei Punkten, wie es die
Ebene kennt, auch fiir sie seine Giiltigkeit bewahrt. Auch auf den
pseudosphirischen Flidchen giebt es zwischen zwei Punkten nur eine
geradeste Linie; dem entsprechend sind diejenigen unter den ver-
schiedenen moglichen Arten jener Flichen, die sich unter entspre-
chenden raumlichen Verhiltnissen durch Gleichungen ersten Grades
analytisch darstellen lassen wiirden, durch die Lage dreier Punkte
cindeutig bestimmt, wie die Lage der Ebene durch drei Punkte im
Raum gegeben ist.? Das Farallelenaxiom jedoch hat auch fiir die
pseudosphiirischen Flichen keine Giltigkeit. Die ihm hier entspre-
chende Mafsbeziehung hat jedoch die entgegengesetzte Form von der
auf der Kugelfliche; denn in ihnen lisst sich durch einen gegebenen
Punkt zu einer gegebenen geradesten Linie eine grolse Zahl von
Linien legen, welche die gegebene Geradeste auch bei Verlangerung
“ins unendliche nicht treffen. Das Aequivalent zum Parallelenaxiom
bietet in ihnen daher der Satz, dass wenn man von einem Punkt
auf eine gegebene geradeste Linie eine Senkrechte fallt, zu beiden
Seiten dieser Senkrechten je eine kiirzeste Linie vorhanden ist, die
sich der gegebenen asymptotisch nihert, so dass jede Geradeste,
die innerhalb des von den beiden Asymptoten gebildeten Winkels
gezogen werden kann, die gegebene Linie schneidet, jede ganz aulser-
halb desselben liegende dagegen sie nicht trifft. Die Geometrie auf
‘diesen Flichen ist demnach von der Geometrie der Ebene ebenfalls
in wesentlichen Punkten verschieden. In derselben gilt z. B. der
Satz, dass die Winkelsunrme des pseudosphérischen Dreiecks kleiner
als zwei Rechte ist, und dass dieselbe sich jener oberen Grenze
um so mehr néhert, je kleiner der Flicheninhalt des Dreiecks wird,
wahrend sie um so kleiner wird, je mehr derselbe sich vergrofsert.
Entsprechende Abweichungen bietet das System der pseudosphéiri-
schen Trigonometrie. Auch hier endlich bildet die ebene Geometrie
einen speziellen Fall, da die geometrischen Sétze der pseudosphi-

1 Man vgl. BELzrAMI, Annales scientifigues de Uécole normale supé-
rieure. Bd. VI S. 369 und EscuericH, Sitzungsberichte der Wiener Akad,
Math.-naturw. Klasse 1874, I1. Abth, S. 497 ff.
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rischen Ilichen sich in die der Ebene umwandeln, sobald die Figu-
ren als unendlich klein betrachtet werden. |

Die Geometrie der Ebene ist also identisch mit der Geometrie
auf einem unendlich kleinen Teil der pseudosphiirischen Flichen
und ebenso gleich der Geometrie aunf einer sphérischen Fliche mit
unendlich grofsem Radius. —

Die bisher betrachteten drei Klassen von Flichen erschopfen
die moglichen Fille derselben natiirlich in keiner Weise. Fiir un-
seren Zweck geniigt es jedoch, wenn wir noch eine verhiltnisméifsig
einfache Gruppe derselben betrachten, die ellipsoidischen Flachen,
welche durch Rotation einer Ellipse um eine ihrer Axen entstehen.
Die analytische Discussion derselben lehrt, was der Augenschein
vorhersagt, dass das Kriimmungsmals dieser Flichen keinen con-
stanten Wert hat, dass es im allgemeinen je nach der Lage des be-
. treffenden Punktes variirt. Die Congruenz in sich selbst, die wir
den frither betrachteten Flichen zuschreiben durften, fillt hier
daher fort: die Figuren lassen sich auf ellipsoidischen Flichen nicht
ohne Dehnung verschieben. Ebenso wenig finden die Malsverhilt-
nisse jener Ilachen hier Anwendung: die Aequivalente sowol fiir
das Axiom von den geradesten Linien als fiir das Parallelenaxiom
nehmen eine viel complicirtere Gestalt an. Der Satz von der Winkel-
summe des Dreiecks zeigt dieselbe nicht blofs abhingig von dem
TFlacheninhalte, sondern auch von der Lage desselben; Dreiecke,
deren Seiten bezliglich gleich sind, haben kleinere Winkelsummen,
wenn sie um die Schnittpunkte der grolsen, grifsere, wenn sie um
die Schnittpunkte der kleinen Axe construirt werden.

Diese Betrachtungen zeigen, dass die Mafsbestimmungen der
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten von den verschieden még-
lichen Werten des Kriimmungsmalfses derselben so vollstindig ah-
hiingen, dass wir das letztere als Ausdruck jener Bestimmungen
weiter benutzen konnen. Noch aber fehlt uns ein zusammenfassender
Ausdruck der Malsbeziehungen, der dieselben fiir sich betrachtet
ctwa ebenso eindeutig charakterisirt, wie das Kriimmungsmals die
Kriimmungsverhiltnisse zum Ausdruck bringt. Dadurch .erst wird
das Verhiiltnis beider Begriffsreihen ecin festes. Wic nun die geo-
metrische Grundlage aller Malsbestimmung die geradeste Linie ist,
die als Malfsstab fiir alle anderen benutzt wird, so bildet ihr analy-
tisches Fundament der Ausdruck, welcher die Linge eines unendlich
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klcinen Linienclements bestimmt. Die Berechnung dieses' Ausdrucks
reducirt sich'im einfachsten Fall eines rechtwinkligen Coordinaten-
systems auf die Bestimmung der Seiten eines unendlich kleinen recht-
~winkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse das gesuchte Linienclement
ist, dessen Katheten die unendlich kleinen Incremente der Coordinaten
bilden. Die Grundlage aller Mafsbestimmung und damit aller Geo-
metrie ist demnach ein Ausdruck, welcher die allgemeinste Form
des Pythagoreischen Lehrsatzes darstellt.! Derselbe besitzt daher
eine fundamentale Bedeutung, die in der euklidischen Geometrie
als solcher nicht zum Ausdruck kommt. Das Verhiltnis zwischen
den Mafshestimmungen und den Kriimmungsverhiiltnissen der Fliichen
ist daher durch das Verhiiltnis zegischen diesem analytischen Ausdruck
des Linienelements und dem Kriimmungsmals eindeutig bestimmt.
Jetzt erst sind wir in den Stand gesetzt, den Begriff einer
‘Ausgedehntheit von n Dimensionen, den wir oben gefunden hatten,
in seine Artbegriffe zu zerlegen. Denn wir konnen erstens dem ana-
~ lytischen Ausdruck fiir das Kriimmungsmalfs der Flichen eine solche
Erweiterung zu Teil werden lassen, dass er auch fiir diesen allge-
meinen Fall seine unbedingte Giltigkeit behilt, da die wesentlichen
Eigenschaften desselben, ,bei einer Biegung der betreffenden Fliche
sich nichi zu dndern, ferner zu verschwinden, sobald die Fliche in
cine Ebene abwickelbar ist, und constant zu werden, sobald die
Teile der Fliche in einander verschiebbar sind“?2, durch diese Ver-
allgemeinerung nicht tangirt werden. Selbstverstindlich ist, dass
durch diese rein analytische Operation, die hier nicht niher aus-
gefiihrt werden kann, die anschauliche Bedeutung, die dem Grofsen-
begriff bei den Flichen gegeben werden konnte, nicht mehr statt
hat. Nur insofern kann ihr auch hier ein solcher Sinn beigelegt
werden, als auch das Krimmungsmalfs einer n-fachen Ausgedehnt-
heit dargestellt werden kann als ein Bruch, dessen Zihler die Ein-
heit, dessen Nenner das Product von n den Kriimmungsradien der
Flichen analytisch entsprechenden Grifsen ist.® Ganz in ent-

! Man vgl. Hervwwoovrz, Heidelberger Jahrbiicher a. a. 0. und desselben
Populire wissenschaftliche Vortrige, Heft HI. S. 37. -

-* Lapscurrz, Beitrag 2w der Theorie der Kritmimung in Borchardts Jouy-
wal fiir Mathematik. Bd. LXXXI 8. 241.

® Man vgl. KroxeckeR, Abkandl. der Berl Akad. Math.-phys. Klasse
1869. 8. 367. Dazu auch Brrz, Math. Anrnalen Bd. VIL. 8. 392 ff.
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sprechender Weise lidsst sich auch der Ausdruck fiir das Linien-
clement verallgemeinern.! Wir werden demmach die verschiedenen
moglichen Ausgedehntheiten von n Dimensionen erhalten, wenn wir
jenem allgemein bestimmten Kriimmungsmals die verschiedenen
Werte zuschreiben, die es annehmen kann. Dieser Wert nun kann
fiirs erste entweder verinderlich oder constant sein. Im ersteren
Fall, der uns hier nicht weiter interessirt, sind wiederum unendlich
verschiedene Werte moglich, im letzteren dagegen reducirt sich dio
Zahl derselben innerhalb-der einfachen Zahlenreihe auf drei: das
constante Kriimmungsmals kann positiv, negativ oder gleich Null sein.

- Unsere Aufgabe, die Definition unseres Raumbegriffs zu finden,
reducirt sich demnach jetzt auf die Untersuchung, unter welchen
der Begriffe n-facher AusgedchntMeiten wir den Grifsenbegriff un-
seres Raumes zu subsumiren haben. Die Gesichtspunkte zu dieser
Untersuchung liegen in den bisherigen Ueberlegungen angezeigt;
das Material dagegen, dessen Subsumirung unter jene allgemeinen
Begriffe sie vollziehen sollen, liegt in den Eigenschaften, die wir
an unserer Raumanschauung tatsichlich bemerken.

Unsere erste Frage ist demnach, ob wir dem Raume ein con-
stantes oder ein verdnderliches Kriimmungsmalfs zuzuschreiben haben.
Die anschauliche Folge dieser Constanz bestand, wie wir sahen, fiir
die Flichen in der Congruenz derselben in sich selbst, d. h. in der
Unabhingigkeit der Flichenformen vom Ort, in der Moglichkeit,
sie itherall hin an der Fliche ohne Dehnung zu verschieben. Die
gleiche analytische Bedingung wiire deshalb auch fiir unseren Raum
erfiillt, sobald es gelingt, nachzuweisen, dass auch in ihm die geome-
trischen Korper unabhiingig sind vom Ort, dass also zwei Korper,
die an irgend einem Orte zur Deckung gebracht werden konnen,
auch an jedem heliebigen andern Ort congruent bleiben.  Nun liegt
in der Tat unserer ganzen Geometrie die Voraussetzung ciner sol-
chen Congruenz zu Grunde; daher scheint es selbstverstidndlich, dass
wir auch unserem Raum ein constantes Kriimmungsmalfs zuschreiben
diirfen. Die Antwort auf diese scheinbar einfache Frage ist jedoch
schwerer bestimmt zu geben, als die erste Ueberlegung glauben lasst.

In priciserer Fassung lautet unsere Aufgabe: welches sind die

! RIEMANN a. a. O. II. § 1. LipscHITZ, a. a O. 5. 240. HEeLMHOLTZ
Populire Vortrdge. Heft 1II. 8. 37.
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Bedingungen, die den Congruenzbezichungen unserer Geometrie zur
Grundlage dienen? ‘

Es ist das Verdienst von Helmholtz, diese Bedingungen auf dem
Wege analytischer Entwicklung ermittelt zu haben.! Riemann hatte
den Ausdruck fiir das Linienelement, der das analytische Fundament
aller Congruenzbestimmungen bildet, unter den beiden Beschrin-
kungen, dass die Verhiltnisse zwischen den Incrementen dx sich
stetig dndern, und dass die Linge des Linienelements, von Grofsen
zweiter Ordnung abgesehen, ungedindert bleibt, wenn sdmmtliche
Punkte desselben dieselbe unendlich kleine Ortsiinderung erleiden,
als den einfachsten moglichen Fal® abgeleitet.? Er hatte dann ge-
zeigt, dass in diesem Ausdruck auch die Formel fiir das Linien-
element in unserem Raum enthalten sei, sobald man denselben durch
die fiir diesen Fall geltende Forderung absolut freier Beweglichkeit
der Korper ohne Dehnung beschriinke. Helmholtz dagegen war von
dieser in unserem Raumsystem tatsfichlich erfiillten Forderung als
seiner Grundlage ausgegangen und konnte dadurch beweisen, dass
“unter dieser Voraussetzung Riemanns einfachste Formel die allein
berechtigte sei, d. h. also, er konnte darlegen, dass jene analytische
Anfangshypothese selnes Vorgingers ,als Folgerung aus viel weniger
beschrinkten Annahmen hergeleitet werden konne.* Sie fordert,
- dass ,alle Congruenz unabhingig ist vom Ort, von der Richtung
der sich deckenden Raumgebilde und von dem Wege, auf dem sie
zu einander gefiihrt worden sind. |

~ Durch drei wol von einander zu unterscheidende Bedingungen
wird demnach der Inhalt dieser grundlegenden Voraussetzung er-
schopft. Die erste derselben, dass die Congruenz unabhingig sei
vom Ort, ist identisch mit der Behauptung, dass jede Ortsverinde-
rung des mathematischen Korpers das Verhiiltnis seiner linearen
Dimensionen ungeandert lasse; sie schreibt demselben also eine be-
stimmte Festigkeit zu. Diese Voraussetzung ist weiter, als es un-
serem an die tatsichliche Beschaffenheit der uns umgebenden Kor-
perwelt gewohnten Blick im ersten Augenblick erscheint; denn die
. Unabhéngigkeit der Congruenz vom Ort ist in mehr als einer Weise

! In der schon erwihnten Abhandlung der Gdtlinger chhwﬁckten vom
Jahre 1868.
* Riemaxy, a. a. O, II. § 1.
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mdiglich. Das Verhiiltnis der linearen Dimensionen eines mathema-
tischen Korpers bleibt erstens selbstverstindlich constant, wenn
diesec Dimensionen selbst bei emer jeden Ortsverinderung genau
dicselben bleihen. Zwei congruente mathematische Korper konnen
aber auch dann an jedem beliebigen Orte zur Deckung gebracht
werden, wenn ihre Dimensionen bei der Ueberfithrung aus einem
Ort in den andern entsprechend wachsen oder abnehmen, voraus-
gesetzt natiirlich, dass auch unser eigener Korper sich in ent-
sprechender Weise vergrolsert oder verkleinert. Auch in dem Falle
endlich wiirde allen unseren Congruenzhestimmungen vollstindig
geniigt, wenn eine jede Ortsverfinderung der Korper, unseren eigenen
cingeschlossen, zur Folge hiitte, dass seine Dimensionen sich ver-
schiedenartig dnderten, dass seine Téfendimension z. B. schuell,
seine Hohendimension nur langsam wiichse, seine Breitendimension
dagegen abnihme, wenn nur das Verhiiltnis dieser Aenderungen
cin constantes wire. Denn in jedem dieser drei Fille wiirden die
Resultate der geometrischen Vergleichung, die sich zuletzt auf die
Spiegelbilder der verglichenen Korper und ihrer Malsstibe im
Auge reduciren, genau dieselben sein. Wir konnen daher aus den
Mitteln unserer Raumanschauung als solcher keinem derselben vor
den anderen den Vorzug geben. Denn nur dann, wenn unser Kor-
per, also auch die Netzhautfliche unseres Auges von dieser Ver-
anderung ausgeschlossen wire, wiirden wir zu erkennen vermogen,
dass die Ucberfiihrung der Kdrper aus einem Orte in den anderen
die Mafsstabe, z. B. den Wiirfel, im zweiten Fall vergrofsere resp.
verkleinere, im dritten dagegen etwa zu einem rechtwinkligen Paral-
lelepiped machen wiirde. Die Definition des geometrischen starren
Korpers kanu daher nur lauten: Kin geometrischer Korper ist cin
solcher, dessen Punkte bei einer jeden Ortsverinderung die gleiche
Entfernung behalten. Denn diese Entfernung bleibt bei jeder jener
drei Annahmen dieselbe, da wir keinen absoluten Malsstab besitzen,
alle Malsstibe im zwelten und dritten Fall aber sich vollkommen
entsprechend verfindern wiirden. Auch die analytische Interpreta~
tion dieser Definition lisst sich allgemein verdeutlichen. Da die
Lage eines jeden Punktes im Raume durch seine drei Coordinaten
eindeutig bestimmt 1st, so ist ein jedes Punktepaar seiner Lage nach
gegeben, sobald die sechs Coordinaten seiner beiden Punkte bekannt
sind. Die Entfernung cines Punktepaares lasst sich deshalb analy-
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tisch als eine Gleichung zwischen semmen Coordinaten darstellen.
Ein fester geometrischer Korper ist demnach, analytisch definirt, ein
System von Punkten, in dem fiir die Coordinaten je zweier Punkte
eine flir alle congruenten Punktepaare identische Gleichung gilt,
die bel einer jeden Ortsverinderung dieselbe bleibt.?

Diese Definitionen des geometrischen Korpers sind enger als
die iiblichen, die denselben als eine lediglich ausgedchnte, begrenzte
Substanz bestimmen, da sie den Begriff einer begrenzten Ausdeh-
nung in den eines endlichen Punktsystems umformen, und ihm
aufserdem das Pridicat einer bestimmign Festigkeit zuschreiben.
Die Geometric greift dadurch in das Gebiet der Mechanik ein.
Allerdings hat es den Anschein, als ob sie diese Grenziiberschrei-
tung sofort selbst wieder aufhebe, da sie ausdriicklich erklirt, dass -
fiir sie drei verschiedene Annahmen iiber die Festigkeit gleich mdg-
lich seien, wihrend die Mechanik fiir ihre festen Punktsysteme nur
die erste derselben kenne. Jedoch diese Rechtfertigung ist hinfallig,
Denn selbst wenn wir annehmen wollten, die Geometrie begniige

sich mit dieser dreifachen Moglichkeit und gebe keiner unter ihnen
aus sich heraus den Vorzug der Wirklichkeit, so wiirde sie doch
schon durch diese allgemeine Annahme das Gebiet der blofsen Raum-
anschauung als solcher verlassen, da die Ausdehnung fiir sich be-
~ trachtet zu keiner Folgerung tiber die Festigkeit Anlass giebt. Jedoch
in der Tat nimmt die Geometrie eine solche gleichgiltige Stellung
gegeniiber jenen Annahmen nicht ein, denn ibre gleiche Moglich-
keit bezieht sich nur darauf, dass eine jede von ihnen die Congruenz-
. bestimmungen gleich vollkommen crkliaren kann, wenn man von
allen anderen Bezichungen abstrahirt. Die Geometrie aber denkt
die mechanischen Bezichungen ihrer Lehrsitze "iiberall mit, da sic
zugleich prasumirt, iiberall idealer Ausdruck der wirklichen Kérper-
verhiltnisse zu sein. Ihre Congruenzbestimmungen wollen deshalb
nicht blofse Raumbeziehungen, sondern wirkliche Verhiltnisse der
den geometrischen Gebilden entsprechenden Korper darstellen, von
denen schon ihre constructiven Grundbegriffe abstrahirt sind; sie
wollen Malsbezichungen der Korper geben. Nun beweisen die Unter-
suchungen iiber den Zusammenhang der Naturkrifte, dass nur die

-

' Auf jeue dreifache Mdglichkeit hat Hermmourz (Populire Vortrige.
Heft 11I. 8. 44 ) in anderem Zunsammenhange aufmerksam gemacht.
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erste jener Hypothesen iiber die Festigkeit des mathematischen
Korpers als ein Ausdruck der Wirklichkeit gelten darf, da alle Be-
wegungsvorginge, die wir bisher kennen gelernt haben, mit Sicher-
heit dartun, dass nur die Annahme einer Constanz der Dimensionen
selbst und nicht blofs ihres Verhéltnisses den kinetischen Betrach-
tungen zu Grunde gelegt werden kann. Auch die Geometrie giebt
demnach dieser einfachsten Annahme, welche ihr die Anwendbar-
keit auf die wirklichen Kérper sichert, vor den iibrigen unbeding-
ten Vorzug.’ |
Diese Erorterungen zeigen, dass die.Unabhingigkeit der Con-

gruenz vom Ort ohne die Voraussetzung festewKorper in dem niher
bestimmten Sinne nicht bestehen kann; aber diese Voraussetzung
"reicht nicht hin, alle Eigenschaften unserer Congruenzbezichungen
zu erkliren. Wir miissen zweitens annehmen, dass die mathema-
tischen Korper vollkommen frei beweglich sind. Denn zwei con-
gruente mathematische Korper sind nicht nur an jedem heliebigen
Orte, sondern auch in jeder belicbigen Lage congruent. Daraus
" folgt, dass jene Entfernungsbeziehungen der Punkte, die das System
des Korpers bilden, auch dann unveréindert bleiben, wenn dieselben
ihre Orte vertauschen, soweit die Festigkeit derselben eine solche
Vertauschung tiberhaupt zuldsst. Erst wenn auch diese Bedingung
vollkommen erfiillt 1st, folgt, ,dass zwel in sich feste Punktsysteme
A und B, die in einer ersten Lage von A zur Congruenz entspre-
chender Punkte gebracht worden sind, auch in jeder anderen Lage
von A zur Congruenz aller der Punkte, die vorher congruirten,
miissen gebracht werden kénnen“? Auch dieser Bedingung lisst
sich durch ihre analytische Interpretation festere Bedeutung geben.
Die Coordinaten nimlich eines Systems von n unverdnderlich ver-
bundenen Punkten werden durch 3n Gleichungen eindeutig be-
stimmt. Von diesen Gleichungen geniigen jedoch, wie die analy-
tische Mechanik beweist, 3n -— 6, um jene unveridnderlichen Be-
ziehungen zwischen den Coordinaten auszudriicken; cs bleiben also
sechs Grolsen iibrig, iiber die, wenn das System vollkommen frei
beweglieh sein soll, beliebig zu verfiigen sein muss. Drei derselben
bestimmen eine mogliche Bewegung parallel der cinen Axe, die drei
andelen eme mogliche Rotation um jede dieser drei Axen.

1 Man vgl das letzte Capitel dieser Schrift.
2 llenymornz, Gattinger Naclhrichten 1868, 8. 200,
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Diese zweite Voraussetzung fiigt der Definition des mathema-
tischen Korpers ein neues Merkmal hinzu, das ebenso wie der Be-
griff der Festigkeit aus den Grenzen einer rein geometrischen Be-
trachtung im iiblichen Sinne heraustritt. Denn auch der Begriff
der Bewegung ist empirisch mechanischer Natur. Auch hier zwar
kann noch Zweifel herrschen; denn es ist so wenig notwendig,
dass der geometrische Begriff der Bewegung mit dem mechanischen
zusammenfalle, als es oben ohne weiteres ersichtlich war, dass der
geometrische Begriff der Festigkeit mit demmwmechanischen coin-
cidire, obgleich es sich hier natiirlich nur darum handeln kann, ob
die Geometric ebenso wie die Mechanik di¢ rein empirischen Merk-
male der Bewegung in Betracht zieht. Es wird sich jedoch an
spaterer Stelle zeigen?, dass auch hier eine Achnlichkeit beider
Begriffe obwaltet, die den gleichartigen Ursprung der geometrischen
Bewegung aulser Zweifel setzt. Hier gentigt es hervorzuheben, dass
die mannigfachen Bemiihungen einzelner rationalistisch gesinnter
Geometer, z. B. von Legendre? und Bolyai®, den Begriff der Be-
wegung aus den elementaren Grundlagen der Geometrie zu cntfer-
nen, ochne Erfolg bleiben mussten, da die mathematische Analyse
gezeigt hat, dass derselbe notwendig hinein gehore,

~ Die bisher besprochenen beiden Bedingungen scheinen zur Ab-
leitung der Congruenzbeziehungen wnseres Raums zu geniigen; die
analytische Untersuchung hat jedoch gezeigt, dass noch eine dritte
Voraussetzung notwendig ist, die unsere Anschauung ohne diese
Hilfe schwerlich von den beiden anderen isolirt hatte. Es erscheint
anschaulich zuniichst als selbstverstindlich, dass ein Korper, von
dem zwei Punkte als unbeweglich angenommen werden, der also
um ihre Verbindungslinie als Rotationsaxe gedreht werden kann,
nach einer ganzen Umdrchung unverindert in-seine Anfangslage
zuriickkehrt. Dennoch ist diese Voraussetzung nicht die einhzig
mogliche. Es ist z. B. auch denkbar, dass seine Dimensionen dem
Drehungswinkel proportional wachsen kinnten. Wir miissen es des-
halb als eine dritte notwendige Voraussetzung ansehen, dass zwei
Korper, die in irgend einer Lage ongruiren, auch dann congruent

! Man vgl. das letzte Capitel dieser Schrift.
® LEGENDRE, Hlémenis de géométrie. Livre I.
3 Boryai, Tewntwmen 1. 442 ff,
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bleiben, nachdem der eine von ihnen eine ganze Umdrehung um
irgend eine- Rotationsaxe erlitten hat. - Wie bedeutungsvoll auch
diese scheinbar selbstverstindliche Bedingung ist, zeigt sich z B.
daraus, dass in einem’geomretrischen System, in welchem die an-
gegebene andere, an sich ebenso mogliche Voraussetzung erfiillt
ware, die Linie kiirzester Verbindung zwischen zwel Punkten die
Spirale sein wiirde.! Dass auch diese Bestimmung einen festen
analytischen Sinn hat und dass sie ebenso wie die beiden vorigen
einen empirischen Begriff, den der Rotation, in sich enthalt, bedarf
keiner besonderen Besprechung mehr. - '

Doch einen Punkt miissen wir noch erw'ghnen, ehe wir das
Resultat dieser Erorterungen zusammenfassen. So unzweifelhaft
namlich Helmholtz der erste gewesen ist, der die entwickelten drei
Voraussetzungen unserer Congruenzbestimmungen als notwendige
und hinreichende Grundlage derselben dargetan hat, so sehr ihm
tiberdies das Verdienst gebiihrt, zu ihrer Entwicklung den Weg ein-
aeschlagen zu haben, der allein zu unzweideutigen Resultaten fiihrt,
so selbstverstidndlich ist es doch wiederum, dass fast jede derselben
schon vorher in der einen oder anderen Form ausgesprochen ist.
Wissenschaftliche Entdeckungen sind von dem Geist der Zeit am
wenigsten unabhiingig, da fiir. sie fast ausnahmslos nicht sowol die
Individualitit des Forschers als der Stand der Forschung mafs-
gebend ist. Nur die Methode ihrer Auffindung charakterisirt die
Individualitiit. So ist gleich die erste jener Voraussetzungen bereits
mehrfach aunsgesprochen worden. Sie findet sich vorgedeutet in
Delboeufs Bemerkungen iiber die Homogeneitéit des Raumes?, direct
ausgesprochen in Hoﬁé}s oben citirter Schrift, die unmittelbar vor
den Untersuchungen von Riemann und Helmholtz erschien. Hoiiel
erkldrt, dass den Postulaten Euklids ein viertes beigefiigt werden
miisse, das derselbe oft benutze, obgleich er es mit Hilfe des zwei-
ten und dritten Postulats, wie es scheint, habe vermeiden wollen.
Er sagt ausdriicklich: ,Wir fordern, dass eine ihrer Form nach
unverinderliche Figur auf jede beliebige Weise in ihrer Ebene oder
im Raume transportirt werden konne®, und deutlicher noch an spi-
terer Stelle: ,Die ganze Geometrie ist auf der Idee ter Unver-

! Hermmontz, Gattinger Nachrichten 1868, 8. 220.
* Derporur, Prolégom. philos de la géométrie.  Litge 1860.
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anderlichkeit der Formen gegriindet. Man gesteht von vornherein
zu, dass in -den Figuren éine gewisse Eigentiimlichkeit existirt,
welche bestehen bleibt, wenn die Figuren in eine andere Region
des Raumes transportirt werden ... Die Idee der Unveranderlich-
keit der Form entspringt aus der Erfahrung ... Wir bezeichnen
diese Korper als feste.? o

Weit hiufiger noch und in mannigfacherer Form ist die Be-
wegung als eine notwendige Voraussetzung der G%bmetrie anerkannt
worden. Es ist bekannt, mit welchem Nachdruck Newton diese Ent-
stehungsweise der geometrischen Gebilde betont hat, ging er doch
sogar so weit, die Geometrie fiir nichts anderes als einen Teil der
allgemeinen Mechanik zu erkliren. Wenn auch nicht wenige und
unter ihnen die hervorragendsten unter den Geometern, wie Le-
gendre und Bolyai, dem Beispiele Euklids folgten, und die Definition
der Constructionsbegriffe ohne Zuhilfenahme der Bewegung gaben,
so wurde ihre Voraussetzung doch stillschweigend iiberall schon den
ersten Lehrsiitzen zu Grunde gelegt. Auf ihre Seite traten natiir-
lich die rationalistischen Philosophen, wenn sie nicht versuchten,
den Begriff der geometrischen Bewegung so zu fassen, dass der em-
pirische Inhalt desselben iiberdeckt wurde. Nur Schopenhauers
Scharfsinn entdeckte die unbequeme Voraussetzung in dem achten
- Axiom Euklids, so wenig ihn diese Entdeckung an seiner extremen
Darstellung der kantischen Theorie der Mathematik irre machte.
Er bemerkt im zweiten Bande seines Hauptwerks: ,Mich wundert,
"dass man nicht vielmehr (statt des elften) das achte Axiom an-
greift: ,, Figaren, die sich decken, sind cinander gleich.“ Denn
das ,Sichdecken® 1st entweder cine blofse Tautologie oder ectwas
ganz empirisches, welches nicht der reinen Anschauung, sondern
der dufsern sinnlichen Erfahrung angehort. ks setzt nimlich Be-
weglichkeit der Figuren voraus; aber das Bewegliche im Raum ist
allein die Materie. Mithin verldsst das Provociren auf das Sich-

! Nous demanderons qu’une figure invariable de forme puisse étre trans-
portée d’une maniére quelcongque dans son plan ou dans I'espace. — Toute
la Géométrie est fondée sur I'idée de Pinvariabilité des formes. On com-
mence par admettre qu’il existe dans les figures une certaine propridté, qui
subsiste lorsque ces figures se trouvent tramsportées dans une autre région
de V'espace ... L’idée d’invariabilité de forme nous vient de I’expérience. . .
Nous donnons & ces corps le nom de corps solides. HotEn, Essai critique.
8. 47, Vgl 8. 59, 87, '

Erdmann, Geom. Axiome. : 2
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decken den reinen Raum, das alleinige Element der Geometrie, um
zum Materiellen und Empirischen iiberzugehen,«?

Unsere Betrachtungen fiihren demnach, wenn wir den empm—
rischen Charakter der abgeleiteten Bedingungen vorlaufig unberiick-
sichtigt lassen, zu dem Ergebnis, dass wir ein Recht haben, unserem
Raum ein constantes Kriimmungsmals zuzuschreiben, sofern es sich
um endliche Teile desselben handelt. Denn vollstéindig ist jene Frage
noch nicht beantwortet, da sich unsere ganze hisherige Untersuchung
tatsiichlich nur auf endliche Raumteile bezog, und wir keineswegs
das Recht haben, die gewonnenen Resultate ohne weiteres auf die
Verhiltnisse des Unmessbargrofsen oder Unmessbarkleinen zu tiber-
tragen. Unsere Geometrie setzt zwar die Uebertragbarkeit ihrer
unmittelbar nur auf endliche Raumteile bezogenen Lehrsitze in
jJene beiden Grenzgebicte voraus, aber diese Voraussetzung ist doch
im Grunde nur ein Postulat, dessen Berechtigung erst durch sorg-
faltig ausgefiihrte Messungen nachgewiesen werden muss. Gleichviel
nimlich, ob wir unserer Raumvorstellung empirischen oder aprio-
rischen Ursprung zuschreiben, so bleibt doch moglich, dass die ganze
Kriimmung der endlichen Raumteile sich unseren Messungen der Con-
gruenzbeziehungen derselben als constant ergiebt, trotzdem etwa
genaue Untersuchungen der Congruenzverhiltnisse unmesshar klei-
ner Raumteile zeigen wiirden, dass diese Constanz nur anndhernd
vorhanden sei, dass z B. das Kriimmungsmals unseres Raumes fiir
jede seiner drei Dimensionen verschiedene Werte habe, wenn auch
natiirlich diese Differenzen nur verschwindend klein sein konnten.
Denn selbst wenn wir unsere Raumvorstellung rein a priori erwor-
ben hiitten, wiirde eine solche Moglichkeit nicht abgewiesen werden
diirfen, so lange es nicht gelungen wire, die Constanz des Kriim-
mungsmalses fiir alle drei Dimensionen als eine notwendige Con-
sequenz aus dem Wesen der Scele herzuleiten. Ebenso wiirde es
auch unter dieser Voraussetzung lediglich auf dem Wege empirischer
Messung mdoglich sein, den Grad jener Abweichungen zu bestimmen,
da wir offenbar die beobachteten Congruenzbeziehungen der end-
lichen Raumteile nur so lange auf diejenigen der unmessbar kleinen
iibertragen, bis entweder direkte Beobachtungen bei der Verschie-
bung sehr kleiner Korperteile, die dann weder von ihrem Ort noch

! SCHOPENHAU.ER, Welt als Wille. 4. Aufl. Bd. II. 8. 143.
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von ihrer Lage unabhiingig sein wiirden, oder aber Schliisse aus
den Erfabrungen im Endlichen von der Notwendigkeit einer ent-
gegengesetzten Annahme fiberfiihren wiirden. Natiirlich wiirde dann
auch unsere ganze Geometrie veriindert werden miissen, da die eukli-
dische nur angenshert richtig wire. Die Moglichkeit und die even-
tuelle Bedeutung einer solchen Abweichung lisst sich deshalb keinem
Zweifel unterziehen. Anders aber gestaltet sich die Sache, wenn wir -
nach ihrer Wirklichkeit fragen. Zuniichst ist klar, dass die Frage
im Grunde nur fiir das Gebiet des Unmessbarkleinen einen Sinn hat,
da der Wert des Kriimmungsmalses fiir endliche Raumteile nicht
constant sein kann, wenn er fiir unendlich grofse Raumtheile variirt.
Wihrend wir so den ersten Teil der Frage abweisen diirfen, konnen
wir auf den zweiten keine bestimmte Antwort geben, da die etwa
hierher gehorigen Beobachtungen noch keine definitiven Stiitzpunkte
fir einen.der moglichen Fille bieten. Wir sind deshalb auf eine
Schitzung der grofseren Wahrscheinlichkeit angewiesen. Hier nun
1st einerseits Folgendes zu bedenken. Alle Hypothésen iiber die
clementare Constitution der Materie, welche den physikalischen und
chemischen Theorien zu Grunde liegen, gehen von der Voraussetzung
der Congruenz des Ranmes in sich selbst auch in den kleinsten Tei-
len aus; alle Berechnungen der Molecularbeziehungen haben nur
cunter dieser Anmahme volle Giltigkeit. Auch diejenigen neueren
mechanischen Untersuchungen, in denen ,,die Annahme festgehalten
ist, dass die Materie stetig den Raum erfiillt,* die deshalb ,,die Theo-
rien, die auf der Annahme von Molecitlen beruhen, nicht bertthren,* !
legen diese Voraussctzung in gleicher Weise wie jene bisher allein
geltenden Hypothesen zu Grunde. Die Wahrscheinlichkeit der un-
bedingten Congruenz des Raumes in sich selbst ist deshalb um vie-
les grofser, als die Wahrscheinlichkeit jeder dieser mechanischen
Theorien selbst. Andrerseits aber verdient auch der Umstand Be-
achtung, dass der weitblickende Scharfsinn von Riemann eine Um-
' bildung unserer Congruenzbezichungen fiir das Gebiet des Unmess-
barkleinen vorausgesagt hat. Die beziigliche Aeunfserung desselben
lautet: , Nun scheinen aber die empirischen Begriffe, in welchen
die rdumlichen Malsbestimmungen gegriindet sind, der Begriff des

1 Kirouuorr, Vorlesungen tber mathem. Physik. Mechanik. Leipzig 1876.
Vorrede. 5. 1.

5*
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festen Korpers und des Lichtstrahls?, im Unendlichkleinen ihre
Giltigkeit zu verlieren; es ist also sehr wol denkbar, dass die Mafs-
verhéltnisse des Raumes im Unendlichkleinen den Voraussetzungen
der Geometrie nicht geméls sind, und dies wiirde man in der Tat
annehmen miissen, sobald sich dadurch die Erscheinungen auf ein-
fachere Weise erkliren liefsen.? Diese Vermutungen sind jedoch
so unbestimmt, und bisher noch so wenig bestiitigt, dass sie die
_oben begl:iindete Wahrscheinlichkeit des (Jegentell? nur um eii ge-
ringes vermindern konnen.

Wir diirfen es deshalb als die erste wesentliche Eigenschaft
unseres Raumes aussprechen: der Raum ist eine in sich con-
gruente Mannigfaltigkeit; oder in analytischer Form: der
Raum ist eine Mannigfaltigkeit mit constantem Kriim-
mungsmalfs.

Unsere zweite Frage bezieht sich darauf, welchen Wert wir
diesem constanten Krimmungsmals beimessen dirfen, ob wir das-
selbe als positiv, negativ oder gleich Null anzusehen haben. Fiir
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten wurden diese drei mog-
lichen Félle durch die sphérischen, die pseudosphirischen Flichen
und durch die Ebene charakterisirt. Uusere Frage lautet deshalb,
da wir wiederum die anschauliche Betrachtung der analytischen
Discussion vorziehen miissen, welcher unter diesen Flichen die
Eigenschaften unseres Raumes correspondiren. Auch hier scheint
die Antwort sich von selbst zu ergeben, da die Lehrsitze der Geo-
metrie des Raumes zeigen, dass alle Malsbhestimmungen “der Ebene
sich ohne jede inhaltliche Verinderung auf unseren Raum von drei
Dimensionen iibertragen lassen. Die Axiome von den geradesten
Linien und den Parallelen gelten, selbstverstindlich in entsprechen-
der Erweiterung, auch fiir den Raum; alle bisher ausgefiihrten
Systeme rdumlicher Messungen haben unter diesen Voraussetzungen
zu hinreichend sicheren, fiir alle bisher untersuchten Raumverhilt-

1 Diese Begriffe sind, wie wir gesehen haben, nicht coordinirt. Der Be-
griff des geradlinigen Lichtstrahls ist keine notwendige Voraussetzung der
Congruenzbestimmungen unseres Raumes. Vgl Hernmuortz, (Fdtéinger Nach~
rechten 1868. S. 197. ‘

* Riemanwy, a. a. O, 111 § 8. 8. 17 ff. Es sei ibrigens bemerkt, dass
Riemann seinem Manuscript die Bemerkung beigetiigt hat, dass dieser Pa-
ragraph ,,noch einer Umarbeitung und weitern Ausfithrung bediorfe®, —
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nisse sogar vollkommen genauen Resultaten gefithrt. Jedoch auch -
hier diirfen wir aus dieser Uebereinstimmung nicht ohne weiteres
schliefsen, dass unser Raum als ein Analogon der Ebene zu denken
sel, dass wir ihm also das constante Kriimmungsmals Null zuschrei-
ben diirfen. Denn jene geometrischen Messungen wiirden sich auch
‘in dem Fall unveréindert anstellen lassen, wenn jenes Kriimmungs-
mals cinen allerdings unendlich kleinen positiven oder negativen
Wert besilse. Wire z. B. das erstere der Fall, verhielte sich unser
Raum also analog ciner sphirischen Fliche mit unendlich grofsem
Radius, so wiirde die Winkelsumme aller endlichen Dreiecke den
Minimalwert von zwei Rechten so wenig iibersteigen, dass diese
Differenz durch unsere Messungsmethoden gar nicht gefunden werden
konnte. Ebenso wiirde bei unendlich geringem negativen Wert des
Kriimmungsmalses jene Summe in allen endlichen Dreiecken den
Maximalwert von zwei Rechten so nahezu erreichen, dass dieser
Unterschied fiir uns ebenfalls innerhalb der Grenzen der wahrschein-
lichen Beobachtungsfehler verbliebe.. Auch hier bleibt uns kein
- anderer Weg ibrig, als der, die Winkelsumme moghchst grofser
empirisch gegebener Dreiecke durch méglichst sorgfiltig angestellte
Messungen zu bestimmen. Denn gleichviel, welches der unterschei-
denden Merkmale wir zur Erkenntnis der besonderen Natur unseres
Raumes in Anspruch nehmen wollten, iiberall wiirden wir zuletzt
auf solche empirische Beobachtungen angewiesen.*

Die Frage ldsst sich deshalb ebenso wenig mit unbedingter
Sicherheit beantworten, wie wir im Stande waren, iiber die Con-
stanz des Kriimmungsmalses zu endgiltiger Entscheidung zu kommen.
Die grofste nimlich unter den Standlinien, die wir den trigonome-
_trischen Untersuchungen zu Grunde legen kionnen, bietet die grofse
Axc unserer Erdbahn; diese aber ist gegeniiber den Entfernungen,
welche die Erscheinungen des Fixsternhimmels darbieten, viel zu
klein, um zu allgemein giltigen Ergebnissen auszureichen. So weit
allerdings unsere Methoden des Messens zur Anwendung gebracht
sind, soweit hat sich auch die Hypothese, dass unser Raum eine
der Ebene analoge Mannigfaltigkeit sei, ausnahmslos bestitigt. Lo-
Dbatschewsky z. B. hat gezeigt, dass in einem Dreieck, dessen Seiten

! Man vgl. Gauss, Briefwechsel. Band II. 269 fi. Riemarx, a.a. O. IIL
§ 3. 8. 17. Heimmorrz, Populdre Vortriage, Heft IIL S. 43. HoUkL, a. a. 0.
S. 77. BerTraMI, a. a. 0. S. 369 u. s. f.

1
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der Entfernung der Erde von der Sonne gleichen, die Winkelsumme
von zwel Rechten nicht um mehr als 0,0003 Secunden cntfernt sein
kamn *; Helmholtz ferner hat darauf aufmerksam gemacht, dass die
astronomische Rechnung dic Parallaxe der unendlich weit ent-
fernten Fixsterne immer gleich Null findet, wihrend dieselbe, falls
das Kriimmungsmals unseres Raumes cinen noch so geringen end-
lichen, negativen Wert besiisse, eine bestimmte positive Grofse haben
miisste.? Die Wahrscheinlichkeit, dass unser Raunt%den Voraus-
setzungen der Geometrie der Ebene vollkommen entspreche, ist also
auch hier eine sebhr hohe, so dass wir als die zweite wesentliche
Eigenschaft desselben aussprechen konnen, sein Kriimmungsmals
habe den constanten Wert Null. Riemann hat zur dufseren Charak-
terisirung der Mafsheziehungen dieser Klasse von Mannigfaltigkeiten,
der unser Raum hiernach angehort, eine Bezeichnung vorgeschlagen,
in der ihre Beziehung zu den Eigenschaften der ebenen Flichen
ausgedriickt ist: er hat sie ebene Mannigfaltigkelten genannt.
Unser Raum ist. demnach ein ebener Raum.

(regen wenige Teile der Riemann-Helmholtz’schen Erdrterungen
sind sowol seitens der Philosophen als auch gelegentlich seitens ein-
zelner Mathematiker so viele Einwendungen erhoben worden wie
gegen diesen; selbst die terminologische Bezeichnung der ,,Kben-
heit“ hat zu lebhaften Protesten Anlass gegeben. Wir diirfen jedoch
auf Grund der bisherigen Ausfiihrungen auf eine besondere Wider-
legung derselben Verzicht leisten. Nur emen Einwand miissen wir
beriicksichtigen, der von den Anhiingern rationalistischer Theorien
der Mathematik wenigstens erhoben werden kdnnte. Derselbe rich-
tet sich nicht minder gegen die Berechtigung der oben angewandten
Methode empirischer Messung, als gegen die Unsicherheéit der er-
haltenen Resultate. Die Mittel zu seinem Widerspruch bietet ihm
ein Merkmal unserer Raumanschauung, von dem wir bisher noch
nicht nither gesprochen haben. Die ebenen Mannigfaltigkeiten unter-
scheiden sich von den Ausgedehntheiten mit constantem positiven
Kriimmungsmafs ndmlich nicht blofs dadurch, dass in ihnen auch
Unabhiéingigkeit der Richtung vom Ort stattfindet, withrend in jenen
blofs das Verhéltnis der Dimensionen der Kérper durch den Ort

' LoBaTscHEwSKY in Crelles Jowrnal a. a. O.
* Hewmuovrrz, Populdire Vortrage. Heft 111 8, 43.
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nicht afficirt wird, sondern auch dadurch sind sie von einander
getrennt, dass diese unendlich, jene dagegen nur endlich ausgedehnt
sind. Da wir nun tatséchlich im Stande sind, unsere Raumanschauung
ins unendliche zu erweitern, so scheint es, dass schon dadurch die
Ebenheit unseres Raumes constatirt werde, und zwar sicherer, als
es je durch dufsere Erfahrung geschehen kinnte. :
Diesem Einwurf gegeniiber stellen wir zuerst fest, in welchem
Sinn hier von Unendlichkeit geredet wird. Diese Bestimmung kon-
nen wir treffen, ohne auf die philosophischen Schwierigkeiten dieses
Begriffs niher einzugehen. In unsercr Auffassung der unendlichen
Ausdehnung laufen zwei Elemente in einander, welche die mathe-
matische Analyse wol zu unterscheiden lehrt, die Unbegrenztheit
namhlich und die Unendlichkeit. Die Verhiltnisse der Flichen wer-
den die Verschiedenheit beider, auf welche Riemann zuerst auf-
merksam gemacht hat, genauer verdeutlichen. In jeder der oben
betrachteten zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten konnen wir
alle auf denselben construirbaren Figuren beliebig verschieben, ver-
grofsern-oder verkleinern. In den sphiirischen Flichen z B. konnen
wir jeder geradesten Linie, also jedem Bogen eines grofsten Kreises
eine unbegrenzte Linge geben, da wir die sie erzeugende Bewegung
eines Punktes, nachdem derselbe in seine Anfangslage zuriickgekehrt
-1ist, continuirlich fortgesetzt denken kinnen. Ebenso kénnen wir
die Dimensionen jeder sphiirischen Figur beliebig erweitern, wenn
wir dieselbe nur hinreichend oft auf der Grundfliche abwickeln.
Wir konnen allen jenen Flichen, auch die mit variabelm Kriimmungs- .
malfs nicht ausgenommen, deshalb Unbegrenztheit zuschreiben, so-
fern wir die Grenzen jeder bheliebigen Linie und jeder beliebigen
Figur schrankenlos erweitern konnen. Den ebenen Flichen kommt
diese Kigenschaft in gleichem Malfse zu, daneben aber findet sich
eine zweite, die sie allein besitzen.! Anschaulich ldsst sich dieselbe
etwa folgendermalsen charakterisiren. Bei den sphirischen Flichen
1st die Erweiterung der Linien und Figuren ins unbegrenzte nur
dadurch moglich, dass die einzelnen Teile derselben auf einander
abgewickelt werden, in den cbhenen Flichen dagegen findet eine

.t Auch den pseudosphirischen Flichen zwar kommt sie zu, wie die ana-
lytische Untersuchung derselben zeigt, da aber nur begrenzte Teile dersel-
ben in unserem Raum dargestellt werden konnen, so lisst sich dies anschau-
lich nicht erweisen. y ' |
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solche Riickkehr nicht statt; dort sind die Linearen Gebilde unbe-
grenzt, hier sind sie unbegrenzt und unendlich. Schérfer noch ldsst
sich dieser Unterschied durch die entsprechenden analytischen Be-
zichungen charakterisiven. Die Unbegrenztheit der Flichenstiicke
hat ihren wesentlichen Grund in jener oben besprochenen Vertansch-
harkeit der Dimensionen, welche die Ausgedchntheiten als solche
charakterisirt; sie gehort also lediglich den Ausdelhungsverhiilt-
nissen der Mannigfaltigkciten an und gilt deshalb fiir alle Ausge-
dehntheiten von gleichviel Dimensionen in gleicher Weise. Die Un-
endlichkeit derselben dagegen bezicht sich lediglich auf die Mals-
verhiltnisse; sie ist cin besonderes Merkmal der Mannigfaltigkeiten,
deren Kriimmungsmals negativ ist oder den constanten Wert Null
hat. Da diec Art und Weise der Erweiterung ins nnbegrenzte von
den Malsverhiltnissen der Mannigfaltickeiten abhingig ist, sofern
die Construction der moglichen Orte der Begrenzungen durch dic
Beschaffenheit des Kriimmungsmalses bestimmt wird, so kann man
sagen, dass die Malsbeziehungen das Gesetz der Unbegrenztheit an-
geben, Die Unendlichkeit entspricht dann einer bestimmten Form
dieses Gesetzes.

Uebertragen wir diese Unterscheidungen nun auf unscren Raum,
g0 ist leicht einzusehen, dass diesc beiden Merkmale in unserer An-
schauung desselben nicht in der gleichen Weise enthalten sind. Die
Unbegrenztheit der korperlichen Gebilde ist, wie Riemann mit Recht
hervorhebt 4, eine Voraussetzung, die allen unseren theoretischen und
praktischen Raumbestimmungen ausnahmslos zu Grunde liegt, die
wir bei den Constructionen messbarer Beziehungen nicht mehr an-
wenden, als bel den Verhiltnissen im Unmessbargrolsen und 1m
Unmessbarkieinen. Die Unendlichkeit des Raumes kommt zwar fir
alle jene Bestimmungen mittelbar ebenso sehr in Betracht, da sie
mit unseren Mafsmethoden, die sich alle auf die Axiome von der
geraden Linie und von den Parallelen griinden, in unauflosbarer
Beziehung steht, aber die Sicherheit dieser Voraussetzung ist nicht
die gleiche, da jene Methoden bei unendlich kleinen positiven oder
negativen Werten des Kriimmungsmalses vollkommen gleiche Er-
gebnisse liefern konnten. Die Vertauschbarkeit der Dimensionen
kann in jenen Grenzgebieten keine andere sein, das liegt in ihrem

! RiemaxN, a. a. O, III. § 2.
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Begriffe, aber cine sehr geringe Abweichung der Winkelsumme von
zwet Rechten kann bei den trigonometrischen Messungen sehr grolser
Dreiecke hemerkbar werden. .

Jedoch diese Bemerkungen heben den Einwand nicht auf, da
die psychologische Tatsache, dass wir unsere Anschauung ins un-
endliche erweitern konnen, zweifellos fortbesteht. Is handelt sich
demnach darum, diese Tatsache richtig zu interpretiren. Dann aber
wird sich zeigen, dass sie weder der Moglichkeit cines fiir uns noch
unmesshar kleinen positiven Wertes des Kritmmungsmalfses im Wege
steht, noch die Notwendigkeit anfhebt, iiber cine solche mdogliche
Abweichung desselben von dem bisher allein beobachteten Nullwert
auf dem Wege empirischer Messung zu entscheiden. Denn gegen
den ersten Einwand diirfen wir behaupten, dass die Unendlichkeit
unscres Raumes oder, wie wir mit einem treffenden Terminus Kants
sagen konnen ,dic Grenzenlosigkeit im Fortgange der Anschauung®
die Ebenheit desselben ebenso wenig hinrecichend bestimmt, wie die
Congruenz endlicher Raumteile die Constanz des Kriimmungsmalses
auch fiir bis jetzt unmessbar kleine Raumteile verbiirgt. Ein Bei-
spiel mag den Beweisgrund hierfiir zunichst veranschaulichen. Wir
konnen uns geistize Wesen denken, die gezwungen sind, auf einem
schr kleinen Teil einer unmesshar grofsen Kugelfliche zu leben,
deren Organe und Werkzeuge iiberdies so beschaffen sind, dass
ihnen nur ein verhiltnismélsig geringer Teil der Fliche sichtbar
wird, und cin noch kleinerer Teil ihren Malsmethoden zuginglich
ist. Diese Wesen miissten, wenn wir nur dén Umfang der ganzen
Flache hinreichend grofs und den Bezirk ihver eigenen Wohnstétten
hinreichend klein denken, eine Geometrie ausbilden, die unserer
euklidischen Geometrie der Ebene vollkommen gleich wire. Die
Summe ihrer Dreieckswinkel wiirden sie, wie wir die unsrige, gleich
zwei Rechten finden; ihre geradesten Linien wiirden sie ins unend-
liche ausdehnbar denken. Denn so weit ihre Augen reichen, wiirden
siec nicht blofs die Unbegrenztheit, sondern auch die Unendlichkeit
ihrer Flidche beobachten, und sie wiirden, so lange ihnen die Mog-
lichkeit anders gearteter Flachengebilde nicht irgend wie, etwa
durch analytische Berechnungen analog denen Riemanns, verstind-
lich gemacht wiirde, unbefangen die von ihnen beobachteten Malfs-
beziehungen auch in den fiir ihrc Mittel unmessbar grofsen Entfer-
nungen giltig glauben. Und dies wiirden sie annehmen, gleichviel
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ob sie ihre Fldchenvorstellung absolut a priori erworben oder unter
dem positiv bestimmenden Einfluss der Erfahrung entwickelt hitten.
So lange sie nicht wiissten, dass es aus dem Wesen ihrer Seelen
folge, die Vorstellung einer sphirischen Fliche zu bilden, deren
Kriimmungsmals einen fiir dic von thnen erkennbaren Malsbezichun-
gen unmessbar kleinen Wert habe, — und die Beobai(j:htung der
Aufsenwelt wiirde sie dariiber nicht belehren —, miissten sie auch
in dem ersteren Fall voraussetzen, ihre Ausgedehntheit sei eine end-
liche. In ganz entsprechendem Verhiltnis nun stehen wir miglichen-
falls zu unserem Raum. Die Grenzenlosigkeit unseres Raumes im
Fortgange der Anschauung beruht lediglich auf einer Uebertragung
des fiir die endlichen Raumteile gesicherten Axioms von der geraden
Linie auf die unmesshar grofsen Entfernungen. Selbst wenn wir des-
halb unsere Messungen auf billionenfach grolsere Entfernungen iiber-
tragen konnten, als gegenwirtig der Fall, und iiberall unsere gegen-
wirtige Voraussetzung der Ebenheit bestatigt finden, wiirde die
Moglichkeit noch nicht ausgeschlossen sein, dass auch diese Grofsen
nicht geniigten, uns den geringen Wert des positiven Kriimmungs-
mafses erkennen zu lassen. Ebenso offenbar ist aber auch, dass,
wenn einmal der vorliufig hochst unwahrscheinliche Fall eintreten
sollte, der uns notigte, die Voraussetzung der Ebenheit unseres Rau-
mes aufzugeben, dann der einzige geometrische Weg, der uns dahin
fiilhren konnte, in der Methode empirischer Messungen bestehen
wiirde. Weder die Moglichkeit also eines fiir uns noch unmessbar
geringen Wertes des Kriimmungsmalses noch die Notwendigkeit em-
pirischer Messungen zur Untersuchung desselben wird durch den
psychologischen Einwand der Unendlichkeit aufgehoben.. Sinnlos
aber wiirde es auch hier sein, auf eine solche leere logische Mog-
lichkeit irgend welche Schliisse zu bauen, die uikere Naturauffas-
sung irgend wie direkt afficiren; ich vermag selbst nicht abzusehen,
dass die logische Ausfithrung derartiger Hypothesen nutzbringend
sein konne, da man dadurch schwerlich auf Erscheinungen aufmerk-
sai werden konnte, die unserer Aufmerksamkeit obnedem entgingen.
Der Weg direkter Beobachtung wiirde hier, wo es sich nicht um
ungleichartigen Stoff handelt, wie spiter noch deutlicher werden
wird, immer der bessere bleiben.

Das obige Resultat, demgemifs unser Raum als ein ebener,
unendlich ausgedehnter zu betrachten ist, bleibt demnach durch
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alle diese Betrachtungen unverindert. Jedoch noch von der ent-
gegengesetzfen Seite droht demselben Gefahr. Die hisher als
duflserst unwahrscheinlich, wenn auch immerbin als moglich cha-
rakterisirte Annahme, dass das Krtimmungsmafs unseres Raumes
einen unendlich geringen positiven Wert besitze, ist bereits als
die einzig gerechtfertigte behauptet worden. I'. Zodllner, der iiber-
haupt ,,die Bedeutung dieser mathematischen Untersuchungen fiir
unsere Erkenntnis und Interpretation der Naturerscheinungen® als
den wesentlichsten Gewinn derselben ansieht, hat diese Behaup-
tung bekanntlich in seiner Schrift ,iiber die Cometen® ausge-
sprochen und eingehend zu begriinden versucht.! Sein Beweis stiitzt
sich auf eine analytische Discussion der Bedingungen, welche die
Stabilitit des Aggregatzustandes tropfbar-flisssiger Korper bestim-
men, sowie auf einzelne Tatsachen iiber die Verdampfung fester
Korper, welche jene Berechnung auf alle Korper iibertragbhar machen
sollen. Dies niimlich fiihrt ihn zu der Behauptung, dass die Ver-
dampfung eine vom Aggregatzustand unabhingige allgemeine Eigen-
schaft aller Materie sei, deren Temperatur den absoluten Nullpunkt
itherrage. Hierans aber folgt, dass alle endlichen kosmischen Mas-
sen sich nach unendlicher Zeit, und diese ist seit dem Entstehen
der Welt notwendig vergangen, im unendlichen Raum ,bis zum Ver-
schwinden verfliichtigen niissen Da diése Consequenz der gegen-
wirtigen Beschaffenheit der Welt absolut widerspricht, so muss, fol-
gert Zollner weiter, mindestens eine der Primissen, aus denen sie
erschlossen ist, falsch sein. Diese Voraussetzungen nun sind nach
seiner Auseinandersetzung die folgenden: 1) die Endlichkeit der
raumerfiillenden Materie; 2) die Verdampfung aller Korper, deren
Temperatur den absoluten Nullpunkt iibersteigt; 3) die Unendlich-
keit der Zeit, wihrend der die Materie den Raum bereits erfiillt;
4) die Unendlichkeit dieses Raumes selbst. Zollner sucht nun dar-
zutun, dass keine der ersten drei unter diesen Voraussetzungen falsch
sein kann. Die Materie muss endlich sein, da die Berechnung zeigt,
dass im anderen Fall Druck und Dichtigkeit derselben in jedem vom
Centrum (einer hypostasirten Weltkugel) endlich entfernten Punkte
unendlich grofs sein miisste; die Verdampfung muss allen Korpern -

' ZOLLNER, Ueber die Natur der Cometen. Leipzig 1872. 2. Aufl. 8. 7T f,
299 ff. ’
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beigelegt werden, da mathematische Discussion und physikalische
Erfahrung sie gleich wahrscheinlich mache; die Zeit endlich, welche
seit der Entstehung unserer Welt verflossen ist, kann nicht endlich
sein, da diese Annahme dem Gosetz des zurcichenden Grundes
widerspricht. Es bleibt demnach nur iibrig, dass die Voraugsetzung
der Unendlichkeit des Raumes eine falsche ist, dass das Kriim-~
mungsmals desselben cinen, wenn auch sehr geringen positiven
Wert hat. Zu demselben Schluss fithrt nach Zollner die Wahrneh-
mung von. Olbers, ,dass die Annahme einer unendlichen Zahl von
Licht und Warme ausstrahlenden Korpern (Fixsterne) zu der An-
nahme driange, dass das ganze Himmelsgewolbe iiberall in cinem
GGlanze und mit einer Wérme strahlen miisste, wie gegenwiirtig die
Sonnenscheibe.¥' Denn die Hypothese einer Absorption der Licht-
und Wirmestrahlen, durch welche Olbers sich vor dieser Consequenz
zu schiitzen glaubt, konne diesen Dienst nicht leisten, da die Tem-
peratur des Weltalls sich proportional der lebendigen Kraft cder
absorbirten Strahlenmenge erhéhen miisse.

Diese Erorterungen wiirden, wiren sie einwurfsfrel, jene Revo-
lution unserer newtonschen Naturauffassung beginnen, deren Mog-
lichkeit schon Riemann angedeutet hat. Sie unterliegen jedoch
- schwerwiegenden DBedenken. Es ist in der Tat nicht blofls ein
kithnes, sondern e¢in hochst gefihrliches Unternchmen, eine solche
Umbildung unserer geometrischen Auffassung der Naturerscheinun-
gen auf Grund derart{ger physikalischer Ergebnisse inauguriren zu
wollen, wie sie hier dem Beweis zu Grunde liegen. Sollte der Be-
 hauptung, dass alle Korper, deren Temperatur hoher ist als die des
absoluten Nullpunktes, allméhlich verdampfen, so lange das Maxi-
mum der Spannkraft fiir die betreffende Temperatur nicht errcicht
ist, das Recht zu einer solchen Umformung unserer Weltauffas-
sung zustehen, sie miisste selbstverstindlich in einer Weise hegriin-
det sein, die keinen Zweifel an ihrer Sicherheit aufkommen liefse.
Dieser notwendigen Forderung entspricht jedoch die Hypothese Zoll-
ners 8o wenig, dass sie vielmehr nur auf den Rang einer mechanisch
moglichen Annahme, deren Bestitigung durch dic experimentelle
Wissenschaft noch dahinsteht, Anspruch erheben kann. Denn die
physikalischen Tatsachen, welche die Allgemeinheit des mechani-

1 ZOLLNER, a. a. 0. 8. 309 f.
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schen Ergebnisses dartun sollen, bheruhen erstens auf einigen noch
nicht einmal allgemein bestitigten Versuchen, welche zeigen, dass
einzelne feste Korpér wie das Eis Dampfe von geringer Spannkraft
bis zu einem gewissen Maximum entwickeln, und sodann auf Er-
scheinungen, als deren wesentlichste ,,der eigentiimliche Geruch
der Metalle und einiger Mineralien® angegeben werden. Die letz-
teren Tatsachen nun kommen gar nicht in Betracht, da ihre Unter-
suchung die Hypothese einer Verdampfung bisher nicht einmal als
die wahrscheinlichste Erklarung ergeben hat, die ersteren aber sind
bisher so vereinzelt, dass es sicher keine ,rationelle Induction® ist,
die ihnen zu Grunde liegende Eigenschaft einzelner Korper von
niedrigem Schmelzpunkte als eine allgemeine Eigenschaft aller zu
behaupten. Wir diirfen deshalb auch ohne eine besondere Discus-
sion der Griinde, welche Zollners Schluss auf die Endlichkeit un-
seres Raumes selbst im Bestitigungsfalle seiner Hypothese iiber die
Verdampfung unzulissig machen wiirden?, diesen zweiten Einwand
‘gegen unsere obigen Erorterungen fiir ebenso wenig stichhaltig an-
sehen, wie jenes psychologische Argument. Das Resultat derselben,
dass wir den Raum innerhalb der Grenzen unserer Beobachtung
mit Grewissheit und jenseits derselben mit sehr grofser Wahrschein-
lichkeit als eine chene Mannigfaltigkeit anzusehen haben, bleibt
unverdndert bestehen.

Noch aber wiire es ungerechtfertigt, wollten wir eine ‘endgiltige
Definition unseres Raumes aufstellen, denn auch die beiden Merk-
male der Stetigkeit und der Ausdehnung nach drei Dimensionen,
die den Inhalt unserer vorliufig gebildeten Definition ausmachten,
beanspruchen unsere Aufmerksamkeit. Ueber den Begriff der Stetig-
tigkeit zwar, dessen anschauliche und analytische Merkmale bereits
an fritherer Stelle kurz angedeutet worden sind, konnen wir an
dieser Stelle hinweggehen, da die Schwierigkeiten, die sich seiner

1 Solche Argumente sind von Wunpr (Ueber das Eosmologische Problem
in Avexarivs’ Vierteljahrsschrift fiir wissenschaftliche Philosophie. Jahrg. L.,
Heft 1) gegen Zollner ausgefithrt. Wundt weist nach, dass die Verdam-
pfungshypothese zu den von Zollner aufgestellten Ergebnissen nur fihre,
wenn sicher wire, dass erstens die Temperatur aller Teile des Universums
ded® absoluten Nullpunkt iibersteige, und dass zweitens keine Kraftwirkungen
vorkommen, welehe der Verdampfbarkeit entgegenwirken. Das erste aber
ist nicht sicher, das zweite dagegen offtcubar nicht der Fall
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klaren und deutlichen Bestimmung entgegenstellen, unsere gegen-
wirtige Aufgabe nicht beriihren. Etwas anders jedoch verhilt sich
dies mit der Ausdehnung nach drei Dimensioneh. o

Die Tatsache zwar, dass unser Raum eine dreifache Ausgedehnt-
heit ist, sofern jedes Element desselben durch drei Coordinaten ge-
geben ist, kann auch dem skeptischsten Verstande nicht zweifelhaft
sein. Denn die durch sie charakterisirten Ausdehnungsverhiltnisse
konnen in den Grenzgebieten keine anderen werden als in den uns
bekannten Gebieten messbarer Entfernung, wihrend sehr geringe
Abweichungen der vorausgesetzten Kriimmungsverhiltnisse dort aller-
dings zum Austrag gelangen konnen. Die Ausdehnung nach dret
Dimensionen besitzt deshalb in der Tat eine Gewissheit, die grofser
ist als die irgend einer anderen empirischen Tatsache, da sie ihnen
allen zu Grunde liegt. Um so mehr aber muss anerkannt werden,
dass diese Gewissheit keine grifsere ist. Konnen wir die Schranken
unserer Anschauung nicht iiberschreiten, um die Vorstellung einer
vierfachen Ausgedehntheit wirklich zu vollziehen, so bleibt es deshalb
doch immer moglich, die Beziehungen der Rechnung zu unterwerfen
und begriftlich zu erkennen, die unseren Raum mit der analogen
vierfachen Ausgedehntheit verbinden. Dass die Discussion dieser
Beziehungen fiir die geometrische Auffassung des Raumes wertvoll
~ ist, mégen dic nachfolgenden, von Drobisch? niher ausgefiihrten
Betrachtungen lehren, deren Gesichtspunkte bereits von Helmholtz?
angedeutet sind. Die Gleichung des Kreises nimmt unter der Vor-
aussetzung, dass sein Mittelpunkt auf der Ordinatenaxe liegt, und
dass die Abscissenaxe zugleich Tangente an denselben ist, eine Form
an, die sie fiir- den Fall, dass der Radius unendlich grofs wird und
die laufenden Ordinaten gleich Null werden, zur Gleichung der Tan-
gente macht. Die erste dieser Voraussetzungen bedingt, wic aus
dem Fritheren leicht ersichtlich, den Uebergang der Kreislinie in
eine Gerade, die zweite bestimmt das Verhidltnis dieser Geraden
zu dem erzeugenden Kreis. Ebenso wird eine entsprechend gewihlte
Gleichung der Kugelfliche fiir den Fall, dass der Radius unendlich
grofs wird und die z gleich Null werden zur Gleichung der Tangen-

I DropiscH, Berichte iiber die Verhandlungen der Konigl. Sichsisdhen
Geesellsch. der Wissensch., Math.-phys. KI. 1876. 8. 268.
* Hevmuownrz, Gdttinger Nachrichten 1868. 8. 219 f.
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tialebene. Bolyai nun hat durch eine Reihe sinnreicher Construc-
tionen gezeigt?!, dass die Ebene betrachtet werden kann als ent-
standen aus einer unendlichen Anzahl concentrischer Kreise, deren
Radien alle Werte von Null bis Unendlich continuirlich durchlaufen.
Diese Vorstellungsweise ldsst sich, wie Drobisch bemerkt hat, auf
den Raum iibertragen, da dieser in entsprechender Weise als ein
System unendlich vieler Kugelflichen, deren Radien ebenfalls von
Null bis Unendlich stetig wachsén, angesehen werden kann. Wie
nun jene Auffassungsform der Ebene dieselbe zugleich als Tangen-
tialebene einer Kugelfliche charakterisirt, so bezeichnet diese Dar-
stellungsweise des Raumes denselben als den Grenzfall eines ent-
sprechenden drcifach ausgedehnten Gebildes. Der Raum kann dem-
nach durch eine Gleichung dargestellt werden, welche den obigen
Gleichungen fiir die gerade Linie und die Ebene nachgebildet ist.
Die Constructionsbedingungen fiir jenes rdumliche Gebilde ergeben
" sich, sobald wir die anschauliche Darstellung der Kreislinie und der
Kugelfliche in Betracht ziehen. Wie nimlich der Kreis trotz seiner
‘einfachen Ausdehnung zu seiner Construction eine zweifache Aus-
dehnung, im aligemeinen die Ebene verlangt, und wie die Kugel-
fliche nur 'in dem dreifach ausgedehnten Raume darstellbar ist, so
fordert jenes Gebilde zu seiner Veranschaulichung eine Ausgedehnt-
- heit von vier Dimensionen. Dieselbe lidsst sich deshalb in Wirklich-
keit nicht ausfiihren; dennoch lassen sich die Principien ihrer Con-
struction mit Hilfe der”Analysis begrifflich so weit cntwickeln, dass
sich fiir unser discursives Denken eine Reihe beachtenswerter Ana-
loga jener Ausgedehntheit mit unserem Raum ergiebt. Wie némlich
in unserem Raum die dritte Coordinatenaxe, die z-Axe, auf allen
Geraden senkrecht stcht, die in der xy-Ebene als der nichst nie-
drigen entsprechenden Ausgedehntheit gezogen werden konnen, so
muss in der ebenen Ausgedehntheit von vier Dimensionen die vierte
Axe auf allen denjenigen Linien senkrecht stehen, die in unserem
Raum als der nichst niedrigen entsprechenden Mannigfaltigkeit con-
struirbar sind. Noch cine zwecite Consequenz dieses begrifflichen
Vergleichs lésst sich namhaft machen, welche ebenso zeigt, dass sich

' Bonyar, a. a. 0. I. 8. 468 {f. Leichter erreichbar ist HotgLs Darstel-
lung dieser Constructionen a. a. O. 8§ 60 f, sowie die Entwicklung von
Friscuavr, Absolute Geometrie. Anhang.



iiber die discursive Entwicklung dieser Vorstellungen nicht blofs
geistreich spotten lésst, wie Fechner mit vorahnendem Witz getan.
Jenes riumliche Gebilde, als dessen Grenzfall unser Raum anzu- .
sehen ist, ist ndmlich gemifs der analytischen Untersuchung, wie
die anschaulichen Analoga der Kugelfliche und der Kreislinie erwar-
ten lassen, cine endliche, kugelihnliche Mannigfaltigkeit, deren
krumme Begrenzungstliche -— hier versagt die an unsere An-
schauung gewohnte Sprache den Dienst — bei dem Wachstum des
Radius ins unendliche sich unserem Raum nahert. Die Ebenheit
unseres Raumes tritt dadurch in einen begrifflich scharf bestimih-
ten Gegensatz zu der Kriimmung dieses Gebildes, der die Analogie
derselben mit den Malsbestimmungen der Ebene noch schirfer
hervorkehrt.!

Unsere Aufgabe, zu untersuchen, unter welche der moglichen
Arten n-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten unser Raum gehort,
ist hiernach, soweit unsere Methoden reichen wollten, vollkonimen
gelost. Es eriibrigt nur noch, dass wir die gefundenen Merkmale,
die unseren Raum als einen speziellen Fall dreifacher Ausgedehnt-
heiten charakterisiren, mit den entsprechenden KEigenschaften der
anderen moglichen dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten ver-
gleichen. Die hier in DBetracht kommenden Fille beziehen sich auf
die Ausgedehntheiten mit positivem oder negativem Kriimmungsmalfs,
Die dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten dieser Art konnen wir
als sphirischen und pseudosphirischen Raum bezeichnen;
ersteres, um ihre Analogie mit den entsprechenden Flachengruppen
zu charakterisiren, letzteres, um die Gleichheit der Zahl der Dimen-
sionen anzudeuten. Im Gegensatz zu unserem ebenen Raum konnen
wir sie als krumme oder gekrimmte Rdume bezeichnen. Diese
Raume uns anschaulich vorzustellen, macht die Beschaffenheit un-
serer Raumvorstellung unméglich. Dennoch sind wir im Stande
“uns an der Hand ihrer analytischen Untersuchung iiber die Natur
ihrer Mafsverhiiltnisse so weit zu orientiren, dass wir die Gesetze
der sinnlichen Wahrnehmung in ihnen uns anschaulich zu construi-~

! Ks bedarf kaum der Hindeutung, dass die Verwertung, welche Zdllner
den oben charakterisirten Frorterungen-von Drobisch geben will (Principien
evner elekirodynamischen Theorie der Materie, Leipzig 1876. 1. Band. 1. Buch.
S. LXX ff) durch Drobisch selbst in keiner Weise provocirt worden ist.
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ren vermogen. Beltrami hat gezeigt, wie sich die grundlegenden
Axiome der pseudosphiirischen Geometrie im Innern einer Kugel
unseres Raumes abbilden lassen. Helmholtz hat diese Verhiltnisse
dadurch hiher bestimmt, dass er dargelegt hat, wie die Korper un-
seres Raumes, falls ihre Dimensionen sich bei jeder Ortsveriinderung
in besonderer Weise verschieben wiirden, unsere Malshestimmungen
denen des sphirischen oder pseudosphiirischen Raumes congruent
machen wiirden; er hat ferner nachgewicsen, wie diec Mafsverhilt-
nisse jener Riume einem Beobachter erscheinen miissten, der mit
der Gewohnung an dicjenigen unseres Raumes gezwungen wiirde,
in jenen Messungen auszufithren. 2 Wir haben auch aus dicsem Grunde
cin Recht, jene Ausgedehntheiten ebenfalls ,, RAume® zu nennen.
Vollkommen genan dagegen lassen sich natiirlich die analytischen
(eometrien beider Rdume entwickeln, deren Grundlagen wir schon
bel Besprechung der entsprechenden Flichengruppen kurz ange-
geben haben. Unserer chenen Geometrie tritt demnach eine sphi-
rische und cine pseudospharische® analytisch- vollkommen gleich-
berechtigt zur Seite, je nach der Form, in welcher die malsgebenden
Axiome von den geradesten Linien und den Parallelen zu Grunde
gelegt werden. Die letztgenannte nun, die pseudosphirische Geo-
metrie, ist, wie Beltrami nachgewiesen hat, keinc andere als jene
- imagindre oder absolute Geometrie von Bolyai und Lobatschewsky,
die unter der Voraussetzung, dass die Winkelsumme im Dreieck den
Wert von zwei Rechten nicht erreiche, entwickelt worden ist.4 Auch
cine allgerheine Geometries ldsst sich demnach denken und analy-
tisch ausfilhren, welche lediglich die Constanz des Kriimmungs-
malses yvoraussetzt, von allen besonderen moglichen Werten des-
selben dagegen abstrahirt. Die Lehrsitze dieser allgemeinen Geo-
metrie lassen 'sich endlich noch dadurch weiter verallgemeinern,
dass man sie auf Ausgedehntheiten von n Dimensionen bezieht, so

1 Hewmuorrz, Populdre Vortrdige. Heft 111 8. 88,

2 HeimHOLTZ, ebendaselbst. 8. 44, 49 u. 8. 46 f.

8 Weniger geeignet ist es, dieselben nach ¥. Krmix (G'étf. Anzeigen
1871} parabolische, elliptische und hyperbolische Geometrie zu nennen.
4 Die Bezeichnung derselben als imaginire Geometrie ist ungerecht-
fertigt, da keine Analogie zu den imaginiren Grofsen stattfindet, die Be-
nennung als nicht-euklidische ist zu unbestimmt, die als absolute oder Pan-
geometrie zu weit; unsinnig ist s, sie Astralgeometrie zu nennen,

- . E
Erdmann, (reum. Axiome. O
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dass die kithne Conception einer hochsten Geometrie, die der jugend-
liche Kant in seiner Erstlingsschrift vorahnend gebildet hat, zur
Wirklichkeit wird. Dort ndmlich sucht Kant %, auch die empiristische
Consequenz der neuen Theorie durch eine allerdings unhaltbare Ar-
gumentation vorwegnehmend, zu zeigen, dass die dreifache Ausdeh-
nung unseres Raumes eine Folge des mechanischen Gesetzes sei,
demgemils die Intensitit der Kraftwirkung dem Quadrat der Ent-
fernung umgekehrt proportional ist. Hieraus nun folgert er: ,dass
aus einem anderen (resetz auch eine Ausdehnung von anderen Eigen-
schaften und Abmessungen geflossen wire.* ,Die Unmoiglichket,
die wir bemerken, einen Raum von mehr als drei Abmessungen uns
vorzustellen,* scheint ihm daher zu riihren, ,,weil unsere Seele eben-
falls nach dem Gesetz der umgekehrten doppelten Verhéltnisse der
Weiten die Eindriicke von draufsen empfingt und weil thre Natur
selber dazu gemacht ist, nicht allein so zu leiden, sondern auch auf
diese Weise aufser sich zu wirken. Unfehlbar aber wire ,eine
Wissenschaft von allen diesen moglichen Raumesarten die hochste
Groometrie, die ein endlicher Verstand unternehmen konntes Un-
sere wirkliche Geometrie ist demnach nur ein Spezialfall dieser all-
gemeinsten geometrischen Analysis, wie unser wirklicher Raum nur
ein Spezialfall der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit m1t con-
stantem Kriimmungsmals ist.

Unsere Aufgabe, die Definition unseres Raumes zu finden, ist
durch diese Erorterungen nunmehr geldst. Beziehen wir dieselbe
zuniichst auf den Grofsenbegriff desselben, so erhilt sie die Form:

Der Raum ist einc stetige Grb'fsre,‘ deren Elemente durch
drei unabhingige Varable eindeutig bestimmt sind und
deren Kriimmungsmalfs den constanten Wert Null besitzt.

Wollen wir dagegen den Raumbegriff als solchen definiren, den eben

1 Kant’s Werke, herausgegeben v. Hartenstein. Band 1. Leipzig 1867.
S. 22 ff. Awuf diese Aeufserung hat zuerst Riemn in seinem interessanten
Werke Der philosophische Kriticismus, Band 1. Leipzig 1876. S. 257, in
diesem Zusammenhange aufmerksam gemacht. Die Bemerkungen, mit wel-
chen derselbe diese Citate begleitet, haben iibrigens weder die Absicht, die
mathematische Bérechtigung der Riemann-Helmholtz’schen Untersuchung zu
bestreiten, noch die Tendenz, ihre philosophische Bedeutung in Zweifel zu
zielien,



— 83 —

angegebenen analytischen Merkmalen also thre anschauliche Bedeu-
tung zuriickgeben, so miissen wir sagen:

Der Raum ist eine dreifach ausgedehnte, in sich selbst
congruente, ebene (unendliche) Mannigfaltigkeit.

Diese Definitionen bestimmen zugleich das einfachste und vollstin-
dige System der Axiome unserer Raumvorstellung, da diese nichts
anderes sind, als jene Merkimale selbst ausgedriickt in den Construc-
tionsbegriffen der geometrischen Wissenschaft. Sie hestimmen jedoch
noch mehr, als blols diese Axiome selbst, denn sie machten es uns
moglich, anch den Erfahrungsbedingungen nachzuspiiren, welche
die Natur unserer Congruenzbezichungen bedingen. Wir kdnnen
diese Nitze als Postulate unserer Raumvorstellung bezeichnen.
Das gesuchte System der Axiome und Postulate 1st demnach das
folgende:

Axiome der Geometrie Euklids,

I. Der Raum ist eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltig-
keit.

IL. Der Raum ist eine in sich congruente Mannigfaltigkeit.
Postulate zum zweiten Axiom:
1. Es existiren 1n sich feste Korper.
2. Die festen Korper sind vollkommen frei beweglich.
3. Die festen Korper verandern ihre Dimensionen durch
eine Drehung um eine Rotationsaxe nicht.

HI. Der Raum ist eine chene oder unendliche Maunigfal-
tigkeit, d. h.
a. Zwischen zwei Punkten des Raumes ist nur cine
gerade Limie moglich.
b. Die Summe der Winkel cines geradlinigen Dreiecks
betrigt zwei Rechte. .

Es

Der Sinn des letzten Axioms bedarf noch einer ndheren -
klarung. Die beiden Sitze, welche den Inhalt desselben nither be-
stimmen, sofern sie denselben auf die einfachsten Constructions-
begriffe iibertragen, charakterisiren unsere euklidische Geometrie
in doppelter Weise. Einerseits determiniren sie die Malsheziehun-.
gen derselben im Gegensatz zu dem sphirischen und pseudosphi-~

rischen Raum. Denn das erste und das zweite Axiom komnien allen
6*
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drei constanten Geometrien — es sei gestattet, diese Abkiirzung zu
gebrauchen — in der gleichen Weise zu. Den ersten Bestimmungs-
satz der Ebenkeit, das Axiom von der geraden Linie, hat unsere
Geometrie mit der pseudosphiirischen gemeinsam, er trennt sie da-
gegen von der sphirischen; das zweite Axiom der Ebenheit, das
weder der sphirischen noch der psendosphiirischen Geometrie zu-
kommt, trennt sie auch von der letzteren. Beide Axiome der Eben-
heit unterscheiden sich durch ibre verschiedene Bedecutung fiir die
Mafsbeziehungen unserer Geometrie. Dag erste liegt unmittelbar den
Linienverhéltnissen,das letztere unmittelbar den Winkelbestimmungen
zu Grunde. Deshalb ist es zweckmiilsig, das Parallelenaxiom in der
oben gewihlten Form auszusprechen, die, wie fr}iher schon erwihnt,
Legendre seinem vermeintlichen Lehrsatz gegeben hat.

Hierdurch wird nun zugleich deutlich, in welchem Sinne bisher
in der Tat von einer Liicke in den Grundlagen der Geometrie ge-
redet werden konnte. Die spezifische Bedeutung des Parallelen-
Axioms war unverstanden. Denn erstens hatte die Form, in der cs
von Euklid ausgesprochen war, den eigentlichen Sinn seiner Gel-
tung als der Grundlage der Winkelmessung nicht scharf genug
hervorgekehrt, daher auch die friith bemerkte Tatsache, dass nur
die achtundzwanzig ersten Lehrsiitze Euklids von diesem Axiom
unabhéngig sind, nicht recht gewiirdigt wurde. So war seine Stel-
lung in dem System der euklidischen Geometrie selbst unbestimmt
und verworren, um so mehr als seine Identitit mit dem Lehrsatz
von der Winkelsumme erst seit Legendre allgemein anerkannt wurde,
Ebenso wenig bestimmt war zweitens sein Gegensatz zu den sphi-
rischen und pseudosphérischen Mannigfaltigkeiten, zu deren Theorie
erst durch die beziiglichen Arbeiten von Gauss und Riemamn der
Grund gelegt wurde. Denn jetzt erst konnte es verstindlich wer-
den, weshalb alle Versuche, das Axiom zu eliminiren, vergeblich
sein mussten, und weshalb es ebenso wenig gelingen konnte, das-
selbe anf das Axiom von der geraden Linie zuriickzufiihren. Aunch
der eigentiimliche Umstand, dass Legendre beweisen konnte, die
Summe der Dreieckswinkel kénne nicht grofser als zwel Rechte sein,
wihrend ihm der Beweis fiir den entgegengesetzten Satz nicht ge-
lang, ldsst sich jetzt erkliren. Denn die erste Behauptung, welche
unseren Raum- von dem sphirischen trennt, licls sich durch das
Axiom von der geraden Linie beweisen, auf das Legendres Ablei-
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tung in der Tat recurrirt. Fiir die zweite Behauptung dagegen war
eine solche Ableitung unméglich, da das Axiom von der geraden
Linie dem cbenen und psendosphirischen Raum gemeinsam ist.
Eine Liicke in dem Axiomensystem war demnach vorhanden, sofern
der Zusammenhang beider Axiome hinsichtlich ihrer Bedeutung fiir
den spezifischen Charakter unseres Raumes unersichtlich war und
iiberdies ihre verschicdenartige Geltung fiir die Entwicklung der
euklidischen Geometrie in Folge der Form, die Euklid demselben
gegeben hatte, unverstanden bleiben musste. Eben diese Form ver-
ursachte auch, dass die Beweisversuche von vornherein falsche Wege
einschlugen, da sich die Bemiihungen, dem Axiom eine einfachere
Fassung zu geben, mit jenen wesentlicheren Untersuchungen durch-
kreuzten. In dem einen Fall also fehlte der notwendige Zusammen-
hang, dort war er iiberdeckt. So kam es, dass auch Bolyais und
Lobatschewskys Arbeiten erst anerkannt wurden, als die Gesichts-
punkte fiir das Verstindnis ihres eigentlichen Sinnes, der jenen
Mathematikern selbst noch fehlte, durch die Abhandlungen von
Riemann und Helmholtz gegeben war. .

Dieses Ergebnis verdeutlicht zugleich die eigentliche mathe-
matische Beédeutung der letztgenannten Arbeiten, die in dem ent-
gegengesetztesten Sinne misverstanden worden ist. Dass in ihnen
~eine ,,ephemere Torheit der Mode einer Generation® enthalten ist,
deren ,mathematischer Mysticismus sich aus der logischen Cruditiit
von Gauss’ Welt- und Lebensansichten<? erkliirt, hiitte nicht gesagt
werden sollen. Denn erstens hat kein einziger der Mathematiker,
die dieses: Gebiet bearbeitet haben, je daran denken konnen, ,dic
Sitze der bisher giltigen Geometrie zu leugnen®, und zweitens zeigt
sich auch nicht darin ,,die ganze Blofse der Widersinnigkeit“ dieser
Theoreme, dass sie ,,neue Wahrheiten ihres Schlages zum Besten
geben® Die Behauptung, ,dass die Summe der Winkel eines gerad-
linigen Dreiecks belichig kleiner als zwei Rechte gemacht werden
konne, sobald man nur die Seiten grols genug nehme®, wire aller-
dings ,nicht blofs ein schlechter Spals oder der Anschein eines
Widersinns ..., sondern ganz einfach eine mystische Bizarrerie®,

t Die folgenden Citate beziehen sich auf Dtmrizes Cursus der Philo-
sophie. Leipzig 1874. 8.67f, womit zu vergleichen desselben Kritische Gle-
schichte der allgem. Principien der Mechanil:. 1. Aufl. Berlin 1869. 8, 488 ff.



es ist jedoch weder bei Gauss noch bei einem seiner Nachfolger
auch nur die Spur diesecs Unsinns zu finden. Die Moglichkeit, dass
die Winkelsumme eines (eben nicht in unserm Sinne geradlinigen)
Dreiecks kleiner als zwei Rechte sci, bezeichnet nur den geometri-
schen Sinn bestimmter logisch entwickelter analytischer Bezichun-
gen, der auf den rdumlich construirbaren begrenzten Stiicken der
pseudosphirischen Flichen auch anschaulich dargestellt werden kanu.
Licgt in jenen Arbeiten somit nichts weniger als ein ,, Wissenschafts-
skandal®, so sind es doch auch nicht ,hochst sublime Speculationen,
an welche sich eine Revolution, eine neue Epoche in der Mathe-
matik ankniipft.“! Unzweifelhaft zwar ist ibre Bedeutung nicht da-
durch erschopft, dass sie das Axiomensystem unserer Geometrie ab-
leiten lassen. Sie geben den Principien der analytischen Geometrie
und der analytischen Mechanik eine ungemein grofse und iiberaus
fruchtbare Erweiterung, die zugleich dem speziellen Teil derselben,
der tatsichliche Anwendung m den Beziehungen der Korperwelt
findet, helle Beleuchtung zu Teil werden ldsst; nicht minder nutz-
bringend wird ferner dic Verallgemeinerung sein, welche die Arith-
metik voraussichtlich erfabren wird, da die Begriffshestimmungen,
welche Gauss zu den complexen Grofsen und Hamilton gegen Gauss’
Erwartung? zu den Quaternionen gefiihrt haben, sich wol auch auf
die Punkte n-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten iibertragen lassen
werden,  Jedoch alle diese Verallgemeinerungen liegen auf dem
Wege, den dic mathematische Wissenschaft schon seit lingerer Zeit
eingeschlagen hat. Eine epochemachende Bedeutung kann ihnen
deshalb nur insofern zukommen, als sic dic Generalisationen, deren
Principien bereits von (rauss bei verschiedenen Gelegenheiten cnt-
wickelt waren, erheblich geférdert haben. Revolutiondr in dem

! LigpmaNN, Philos. Monatshefte. Bd. VII 8. 837 ff., wicder abgedruckt
in dem entsprechenden Capitel sciner Schrift Zwur Analysis der Wivklich-
Eeit. Stralsburg 1875. ' :

% (auss bemerkt am Schlusse seiner Selbstanzeige der zweiten Abhand-
lung iiber die biquadratischen Reste (Werke 11. 178): ,Der Verfasser hat
sich vorbehalten, den Gegenstand, welcher in der vorliegenden Arbeit eigent-
lich nur gelegentlich berithrt ist (d. i. die Theorie der complexen Zahlen)
kiinftig vollstindiger zn bearbeiten, wo dann auch die I'rage, warum die
Relationen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltickeit von mehr als zwei
Dimensionen darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik
zuidssige Arten von Gréfsen liefern koénnen, ihre Beantwortung. finden wird.
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Sinne, den_ Liebmann vor Augen hat, sind z B. Gauss’ Abhandlung
ither die krummen Flichen, sowie dicjenigen iiber die biquadratischen
Reste, welche die Grundlagen der so fruchtreichen Theoric der com-
plexen Gréfsen enthalten. '

Noch weniger aber, als diesen Urteilen diirfen wir der Meinung
beistimmen, die Zollner gelegentlich iiber die cigentliche Tendenz
dieser Arbeiten ausgesprochen und in seinen neussten Arbeiten in
seltsam iiberraschender Weise zu bewahrheiten versucht hat. Der-
selbe citirt in scinem mehrfach genannten Werke iiber die Cometen
die Schlussworte der -Abhandlung Riemanns, welche den moglichen
Einfluss der Arbeit desselben auf die Umgestaltung der newtonschen
Weltauffagsung andeuten, und kniipft hicran die Bemerkung, ,dass
diesc und #dhnliche Betrachtungen, welche die Bedeutung der ange-
regten Fragen fiir unsere Erkenntnis und Interpretation der Natur-
erscheinungen so bedeutsam herworheben, den Untersuchungen Rie-
manns allein angehoren.* Er findet: ,derselbe erhebt sich hierdurch
~sehr bedeutend iiber das Niveau seiner Mitarbeiter, indem er uns
eine Perspective der fruchtbarsten und tiefSten Speculationen iiber
die Erklarbarkeit der Welt eroffnet.? Di;é\\uffassung verriickt
den Schwerpunkt jener Untersuchungen in: wenig gercchtfertigter
Weise. Dass der erste und wesentlichste Zweck &Q}*selben ist, das
notwendige und hinrveichende Axiomensystem der eﬁk]idischen Geo-
metrie darzustellen, ist von Riemann mit eben der&@lbeu Bestimmt-
heit ausgesprochen worden, wie von Helmholtz: Aﬁl@h der weitere
Zweck derselben kann deshalb nur sein, die Besc;gndelhelt der ebenen
Geometrie durch ihren Vergleich mit den anderen moglichen Geo-
metrien aufzuweisen und die allgemeinen Gesétze zu bestimmen, als
deren Spezialfille sich unser Raum- und unser Zahlensystem dar-
stellen. Ob die Anwendung dieser Ergebnisse auf die physikalische
Forschung auch in dieser zu neuen allgemeineren Resultaten fiihre,
oder gar eine Umwilzung unserer ganzen Naturauffassung zur Folge
haben kann, dariitber konnen nur die mechanischen Wissenschaften
sclbst entscheiden. Riemann sclbst sagt, dass seine Theorie fiir diesc
Untersuchungen nur cine negative Bedeutung habe, sofern sie dazu
dienen konne, dass dieselben ,nicht durch die Beschrianktheit der
‘Begritfe gehindert und der Fortschritt im Erkennen des Zusammen-

‘1 Z61LNER, Ueber die Natur der Cowmeten. 8. 312.



hangs der Dinge nicht durch tiberlieferte Vorurteile gehemmt wird.«
Da demnach die Principien der Entscheidung iiber jene physika-
lischen, sowie selbstverstindlich auch fir die philosophischen Fragen
auf ganz andercm Gebiete liegen, als demjenigen, das durch dicse
mathematischen Untersuchungen abgegrenzt ist, so folgt doch wol,
dass ihre wesentliche Tendenz nicht durch jene Fragen hezeichnet,
werden kann,  Ob aber emn grifseres Verdienst darin bestand, auf
jene moglichen Verfinderungen in den Grundbegriffen unserer Natur-
auffassung hinzuweisen oder mit vorsichtiger Zuriickhaltung ledig-
lich dicjenigen Conscquenzen darzulegen, welche unmittelbar und
sicher aus den gewonnenen Ergebnissen folgen, dariiber hat die Zu-
kunft zun entscheiden. Soviel wird jedoch aus dem frither Erwihn-
ten nicht unwahrscheinlich geworden sein, dass diejenigen Umbil-
dungen, welehie bisher besonders von Zollner selbst versucht worden
sind, cher zu der Befiirchtung Anlass geben, es sel eine gefihrliche
Kiihnheit des grofsen Mathematikers gewesen, auf jene Moglich-
keiten in so unbestimmter Form aufmerksam zu machen, Uebrigens
sei auch erwihnt, dass die tiberraschenden ®peculationen Ri\emanns, |
~dic uns in seinen Werken aufbehalten sind, sich von den zligel-
losen Phantasien, die an seine Aeulscrungen gekniipft worden sind,
wesentlich unterscheiden und besonders in ihrem physikalischen
Teil in engem Zusammenhang mit den neucrdings von Maxwell u. a.
wissenschaftlich durchgefiihrten Hypothesen iiber den Zusammen-
hang der Naturkrifte stehen, die von Hypostasirungen der Endlich-
keit des Raumes oder seiner Ausdehnung nach vier Dimensionen
durch jene tiefe Kluft getrennt sind, welche wissenschaftlich strenges
Denken und phantastisch schweifendes Meinen stets geschieden hat.

Diejenigen philosophischen Consequenzen, welche uns das ma-
thematische Ergebnis dieser Arbeiten zur Bestitigung der empiri-
stischen Theorien darbictet, sind, wie das folgende Capitel ausfiithren
wird, weitaus bescheidener, aber in eben dem Malse hoffentlich
auch sicherer begriindet.



DRITTES CAPITEL.

PHILOSOPHISCHE CONSEQUENZEN.

Alle unsere Vorstellungen sind als Zeichen fiir eine als wirk-
lich vorausgesetzte (resammtheit von Dingen Gegenstand der beson-
deren Wissenschaften, welche die inhaltlich zusammengehorigen
Gruppen derselben zu cinem systematischen Ganzen zusammen zu
fiigen haben; sie sind als Vorstellungen zugleich Elemente des Be-
wusstseins, deren gegenseitige gesetzliche Beziehungen zu erforschen
Aufgabe der Psychologie ist, deren Bedeutung als Zeichen fiir dic
Verhiltnisse der Dinge selbst das Object cinesteils der Logik, andrer-
- seits der Erkenntnistheorie bildet. Eine jede Vorstellung kann dem-
nach in vierfacher Hinsicht ein Gegenstand der wissenschaftlichen
Forschung werden. Die besondere Wissenschaft beantwortet dic
IFrage: welchen Inhalt hat die Vorstellung, welche systematische
Stelle gebiibrt ibr daher in dem Ganzen unserer Erkenntnis? Das-
Problem der Psychologie lautet: welchen Ursprung hat die Vorstel-
lung, welcher Zusammenhang verbindet sie demnach mit den iibrigen
Vorstellungen als solchen? Die Aufgabe der Logik besagt: welche
Form hat die Vorstellung, welchen Wort hat sie deshalb fiir die
formale Uebereinstimmung unserer Erkenntnis in sich selbst? Die
Erkenntnistheorie endlich untersucht: welche Bedeutung hat die
Vorstellung, welcher Wert also gebiihrt ihr fiir die inhaltliche Ueber-
einstimmung unserer Erkenntnis mit sich selbst?

Es ist ein Vorurteil, zu glanben, dass cines dieser Probleme
unabhiingig von den anderen geldst werden kann, Die Bindeglieder
der Wissenschaften sind so zahlreich und so fein, wie die Beziehun-
gen der Dinge. Selbstverstiindlich zwar ist, dass die Forschungs-
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methoden dieser verschiedenen Disciplinen nur in den allgemeinen
Principien tibereinstimmen koénnen, im besonderen aber durch die
differente Form der Fragestellung wesentlich bedingt sind; wahr
ist auch, dass das objective Problem vor den drei einander niher
stehenden subjectiven Problemen so weit selbstindiger Behandlung
gewachsen ist, dass es im allgemeinen um vieles frither seiner ideecl-
len vollstéindigen Losung nahe gebracht werden kann als jene, deren
verwickeltere Bezichungen der Erforschung grélsere Schwierigkeiten
bereiten. Dennoch lassen sich in jedem zu allgemeinerer Geltung
gelangten Losungsversuch, den eine jener Frage zu irgend eciner
Zeit erledigen sollte, die deutlichen Spuren nachweisen, die von den
gleichzeitig angenommenen Losungsversuchen der ithrigen herriihren.
- Dieser Zusammenhang aller Erkenntnisgebicte, der die Grenzen
der Wissenschaften nicht aufhebt, sondern nur ihre Variabilitit do-
cumentirt, ist auch in der vorhergehenden Untersuchung zum Aus-
druck gekommen. Die Bestimmung des Inhalts unserer Raumvor-
stellung giebt uns Aufschliisse iiber ihren Ursprung, ihre Form und
ihre Bedeutung,"nicht iiber jeden dieser Punkte im gleichen Grade
und in derselben Weise, iiber jeden jedoch so viele und so bestimmte,
dass es erforderlich wird, dieselben genauer zu eruiren. Auch hier
wird es gegeniiber der herrschenden Verwirrung notwendig scin,
die cinzelnen Fragen mdoglichst scharf von einander zu sondern,
“damit der Sinn ihrer Beantwortung moglichst eindeutig zum Vor-
schein komme. Aus demselben Grunde wird es zweckmiilsig sein,
die Gesammtheit der erlangten Resultate zum Schluss zu den An-
deutungen einer allgemeinen Theorie der Geometrie zu vereinigen.
Die erste Frage, welche uns hier interessirt, ist die psycholo-
gische Frage nach dem Ursprung unserer Raumvorstellungen.. Der
Gedankengang, der aus der obigen Erorterung die Stiitzpunkte fiir
cine empiristische Theorie des Raumies hergiebt, ist der folgende.
Die analytisch berechtigte Erweiterung unseres Grofsenbegriffs vom
Raum zu dem Begriff einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit
mit constantem Kriimmungsmals! beweist, dass sehr verschieden-
artige Systeme von Gleichungen, die unserer analytischen Geometrie
entsprechen, je nach den gewdhlten Fundamentalgleichungen ana-

t Diese Erweiterung des Raumbegriffes gentigt fiir den vorliegenden
Zweck. '
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lytisch gleich moglich sind. Das System unserer gewohnten ana-
lytischen Geometrie stellt einen besonderen Fall derselben dar; das-
selbe ist iiberdies das einzige, dessen Gleichungen, geometrisch inter-
pretirt, das System der Malsbeziehungen unseres Raumes, kurz unsere
euklidische Geometrie ergebon. Hieraus folgt, dass diejenigen Mork-
male unserer analytischen Geometrie, welche in den Grundlagen
derselben dargestellt werden, durch die besondere Natur unserer
Raumvorstellung bedingt sind. Die Axiome der Greometrie enthalten
demnach die Merkmale des Raumbegriffs. Bis hierher ist dor Be-
weisgang onhne Einfluss auf irgend eine der moglichen psycholo-
gischen Hypothesen; denn die Frage, ob der Inhalt dieser Raum-
vorstellung in nativistischem Sinne a prior: oder in empiristischem
a posteriori erworben wird, ist noch gar nicht beriithrt. Jedoch die
Axiome der Geometrie enthalten nicht ausschliefslich Priadicate der
Vorstellung des reinen Ranmes, sondern zugleich bestimmte mecha-~
nische Voraussctzungen iiber die Fesfigkeit und die Beweglichkeit
dor geometrischen Gebilde, Voraussetzungen, welche mit den ent-
sprechenden mechanischen Begriffen vollkommen congruiren. Diese
Voraussetzungen sind fiir die Geometrie notwendig, da sic das Fun-
dament aller ihrer Malsbestimmungen bilden, in deren Entwicklung
die Aufgabe der Geometric im Grunde besteht. Daraus aber geht
hervor, dass die Gceometrie keine rein apriorische Wissenschaft,
sondern die Wissenschaft von den empirischen Malshestimmungen
unseres Raumes ist. Diese Raumvorstellung selbst endlich ist eben-
falls keine apriorische Vorstellung in rationalistischem Sinne. Denn
wiirde sie in der Tat unabhiingig von aller Erfahrung durch die
spontane Kraft der Seele erzeugt, wiire sie auch nur die allgemeine
Anschauungsform der Receptivitit gegen dic #ulseren Dinge im
Sinne Kants, es miisste unmoglich sein, dass wir uns die Vorstellun-
gen anderer dreifach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten mit abwei-
chenden Malsbestimmungen anschaulich hilden konnten. Nun aber
haben Helmholtz’ oben besprochene Untersuchungen gezeigt, dass
wir tatsachlich ,,aus den bekannten Gesetzen unserer sinnlichen
Wahrnehmungen die Rethe der sinnlichen Eindriicke herleiten kon-
nen, welche eine sphirische oder pseudosphérische Welt uns geben
wiirde, wenn sic existirte.? Da demnach anderc Erfahrungen den

* Henmponrz, Populire Vortrige. Heft 111 8. 48.
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Inhalt unserer Raumvorstellungen ebenfalls verdndern wiirden, so
ergiebt sich, dass unsere Raumanschauung nicht unabhingig von
aller Erfahrung gegeben sein kann, dass sie eine empirische Vor-
stellung sein muss.

Der gegenwiirtig noch nicht gesch]mhtete Streit der Psycho-
logen und Physiologen iiber die Notwendigkeit einer nativistischen
oder einer empiristischen Raumtheorie macht es erforderlich, otwas
genauer darzulegen, in welchem Sinn das Ergebnis unserer bisheri-
sen Betrachtungen als ein empiristisches aufzufassen ist. Es kann
nicht misverstanden werden, dass wir die Ueberlegungen dariiber
mit allgemeinen, metaphysischen Bemerkungen iiber den Begriff der |
Wechselwirkung beginnen. In der Tat kann sich keine Wissenschaft
solcher metaphysischer Voraussetzungen i den Grundbegriffen cr-
wehren; am wenigsten aber die Psychologie, so lange der unbe-
zweifelbare, durchgreifende Zusammenhang der psychischen Tatig-
keiten mit den Bewegungsvorgiingen nur durch jenen ritselhaften.
(Gegensatz angedeutet werden kann, der fiir unser gegenwirtiges
Wissen die Welt des Bewusstseins von der Welt der Bewegung
scheidet. Seclbst innerhalb desjenigen Kreises der psychischen Vor-
ginge, die zur Zeit der naturwissenschaftlichen Forschung zuging-
lich sind, treten solche Voraussetzungen als Hemmnisse der gleich-.
- milsigen Entwicklung auf; sind sie es doch fast allein, die den
Streit zwischen den eben genannten Theorien so unliebsam in die
Linge ziehen. KEs ist deshalb notwendig, mit dieser innerhalb so
weiter Grenzen stetig verfinderlichen Grofse sorgfiltig zu rechnen.
Es sind iiberdies nicht zweifelhafte Verallgemeinerungen irgend
welcher fiir ein besonderes Gebiet erprobter Gesetze des Wirkens,
die uns zur Stiitze dienen sollen, sondern einfache Wahrnehmungen
tiber das Verhiltnis beider Klassen von Vorgidngen, die seit den
Zeiten von Leibniz und Locke die gemeinsame Grundlage alles ver-
stindigen Philosophirens gebildet haben. Die erste dieser Annah-
men, dass die psychischen Titigkeiten, die- unsere Vorstellungs-
bildung bedingen, von den Bewegungsvorgiingen der korperlichen
Welt spezifisch verschieden seien, ist erst neuerdings von hervor-
ragender naturwissenschaftlicher Seite mit einem Nachdruck betont
worden, den wir fiir unsern vorliegenden Zweck nicht anwenden
" wollen, der iiberhaupt wol die allgemeinen Schranken unseres Er-
kennens den besonderen Grenzen unseres augenblicklichen Wissens

'y
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niher anpagst, als sachlich gerechtfertigt ist. Nur den alten leib-
nizischen Gedanken wollen wir benutzen, dass die Gesetze des Vor-
stellungsverlaufs, seines Ursprungs und seines inneren Zusammen-
hangs allen mechanischen Erklarungen absoluten Widerstand leisten.
Nicht einmal den besonderen Erkldarungsversuch wollen wir in An-
spruch nehmen, den Kant durch seine Auflosung des alten meta-
physischen Gegensatzes in die Beziehungen des innern und &ufsern
Sinns fiir diese unzweifelhafte Tatsache gegeben hat. Wir setzen
demnach- nur voraus, dass keine, auch nicht die mechanisch voll-
kommenste Einsicht in die Bewegungsvorginge der Gehirnmassen
uns zur geringsten Erkenntnis der psychischen Beschaffenhoit der
Vorstellungsgesetze filhren konnte, dass wir immer nur Bewegung
aus Bewegung, nie Bewegung aus Vorstellung abzuleiten vermogen.
Auch der zweiten fiir unsere Zwecke notwendigen Voraussetzung
bediirfen wir nicht in der Form, wie sie von den Physiologen gern
dargestellt und von den Psychologen bereitwillig zugestanden wird.
Denn so wahrscheinlich es ist, dass trotz jener absoluten Ver-
~ schiedenheit beider Gebiete jeder Vorstellungsverlauf, der abstrac-
teste nicht ausgenommen, an ihn begleitende Bewegungsvorginge
im Centralorgan gebunden ist, so geniigt uns doch hier die natur-
wissenschaftlich fest begriindete Annahme, dass allen unseren Wahr-
nehmungsacten sowie den unmittelbar mit ithnen verbundenen psy-
chischen Tatigkeiten Molecularbewegungen im Gehirn voraufgehen
resp. folgen oder etwa zur Seite gehen.

Aus diesen beiden Vordersatzen ergiebt sich, dass alle unsere
Anschanungen #Hulserer Dinge und Verhiltnisse Producte eciner
Wechselwirkung sind, deren Bedingungen teils in der gleichviel wie
bestimmbaren Beschaffenheit der Dinge, teils in dem Wesen der
psychischen Vorginge begriindet liegen. Ueber die Art und Weise
dieser Wechselwirkung sind wir in volliger Unkenntnis, aus seiner
Tatsichlichkeit diirfen wir jedoch folgende Gesichtspunkte herleiten.
Die Beschaffenheit erstens eines jeden Elements unserer Anschauun-
gen muss abh@ingig sein tecils von der Natur der erregenden Pro-
cesse, teils von der Art, wie diese Reize von den psychischen Thtig-
keiten aufgenommen und verarbeitet werden. Hieraus ergiebt sich
zunichst das auch von Seiten der Naturwissenschaften nicht mehr
bezweifelte Resultat, dass das ganze Material unserer Empfindungen
nur ein Zeichensystem fiir die Dinge ist, da die Eigenschaften, die
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wir ihnen zuschreihen, nichts anderes sind als Resultate einer
Wechselwirkung, deren eines Glied, die Beschaffenheit unserer see-
lischen Titigkeiten, wir als selbstverstindlich voraussetzen. Diese
von Helmholz* mit gliicklicher Précision auch in dem Reich der
Naturwissenschaften eingebiirgerte Ueberzeugung erfolgt jedoch aus
diesen Betrachtungen um nichts sicherer, als eine zweite, deren
allgemeiner Inhalt nach Kants Untersuchungen unverdufserliches
Eigentum der Psychologie hitte bleiben solien. Auch die Formen
nfmlich, in denen sich jenes Empfindungsmaterial ordnet, die rium-
lichen nicht mehr und nicht anders als die verstandesmifsigen,
konnen nur ein Zeichensystem fiir die Verhéltnisse und Bezichungen
der Dinge sein. Von den Consequenzen dieser Aunffagsung hinsicht-
lich des Begriffs der Aprioritit, sowie des Verhiltnisses der An-
schauungsformen zu den Kategorien sehen wir an dieser Stelle ab,
um dieselbe fiir die Raurmvorstellung, deren Betrachtung uns allein
obliegt, noch etwas eingehender zu begriinden. Dass unsere rium-
liche Auffassung kein unmittelbares Abbild entsprechender objec-
tiver Raumverhiiltnisse sein kann, braucht nicht mehr bewiesen zu
werden. Die physiologische Untersuchung kommt nicht minder sicher
als die psychologische Analyse zu dem Ergebnis, dass kein Process
im Centralorgan gedacht werden kann, der den Sprung von den
beobachtbaren extensiven Erregungen zu der intensiven Vorstellungs-
‘bildung iiberfliissig machen konnte. Dies macht. begreiflich, dass
die Erklirung des psychologischen Ursprungs der Raumvorstellung
von der Voraussetzung einer riumlich ausgedehnten Welt von Dingen
vollkommen unabhéngig ist, wenn auch selhstverstiindlich nicht ge-
leugnet werden soll, dass irgend welche Anlisse, die unsere psy-
chischen Tiétigkeiten zur Entwicklung der Raumvorstellung treiben,
in den Beziehungen der Dinge selbst vorhanden sein miissen. Dass
diese Anlisse aber nicht selbst in rdumlichen Beziehungen bestehen
konnen, folgt allein schon daraus, dass wir die Empfindungen
viumlich gruppiren. Schon der Gedanke, dass eine und dieselbe
Raumform einerseits die Deziehungen der Dinge vermitteln soll,
andererseits aber anch die Ordnung der von jenen Dingen vollkom-
men disparaten Empfindungen bewerkstelligen muss, erscheint wider-

! Hermuontz, Physiologische Optil. S. 442 ff., 453 Populiire Vortrige.
Heft 17, 8. b4 ., 61, 66, 208,
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sprechend in sich selbst. Der Widerspruch tritt noch greller hervor,
sobald wir iiberdies iiberlegen, dass diese Form als Anschauungs-
form unserer Empfindungen wie diese selbst nur das Product einer
Wechselwirkung sein, also aufserhalb derselben als die Form ciner
Reihe der wirkenden Elemente nicht in der gleichen Weise existiren
kann. Das ganze Problem ruht also auf der Subjectivitit der Em-
pfindungen. Wird diese zugestanden, und es ist nicht mehr mog-
lich, sie in Zweifel zu zichen, so folgt auch die Subjectivitit der sie
verbindenden Formen, speziell unserer Raumvorstellung, Wir diir-
fen deshalb sagen, es sei nicht widerspruchsvoller zu fragen, ob die
Dinge wirklich iin Raume seien, als es fiir moglich zu halten, dass
die sinnlichen Qualititen EKigenschaften der Dinge selbst seien.
Gegen dieses auch dem wissenschaftlich gebildeten Bewusstsein noch
immer so widerstreitende Ergebnis scheint zwar ein Ausweg offen
zu stehen, wie er durch Helmholtz” Trennung der reinen Form des
Raumes von dem empirisch gegebenen Inhalt desselben, den Malfs-
bezichungen und der Bestimmtheit nach drei Dimensionen ange-
deutet ist, Denn es bleibt dann eine Art Reithenform iibrig, deren
Uehertragharkeit auf die Zeitvorstellung zu dem Schluss fithren
konnte, dass diese reine Form nicht ein Product, sondern die Grund-
lage der Wechselwirkung zwischen Bewegungsvorgingen und psy-
.chischen Titigkeiten sei, da es in der Tat, wie mir scheint, eine
noch nicht ausgemachte Frage ist, ob das Substrat der Zeitvorstel-
lung nicht auch als eine Form der Dinge gedacht werden miisse.
Doch auch diese Argumentation wird von dem Einwand nicht frei,
dass jene reine Form nur eine Abstraction unserer Raumvorstellung
ist, welche die Empfindungen ordnet, und deswegen ihren urspriing-
lich psychischen Charakter, der sie von den Dingen trennt, nie ver-
lieren kann.

Wir halten deshalb an dem oben entwickelten Begriff eines
materialen und formalen Zeichensystems fest. In dem Begriff des-
selben liegt nicht blofs, dass es in allen selnen Beziehungen von
den Verhiltnisseh der Dinge, die es wiedergebe, vollstindig ver-
schieden sei, sondern nicht minder auch, dass es alle jene Verhilt-
nisse treu in seiner Weise zur Darstellung bringe. Dasselbe ver-
langt Correspondenz zwischen den Vorstellungen und den Dingen
in derselben Weise wie oy ihre Congruenz ausschliesst. Denn jene
Wechselwirkung bedingt auch, dass m unseren Vorstellongen kein
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Element vorhanden sei, das nicht durch entsprechende Elemente
in den Dingen selbst crst hervorgerufen wire. Auch hier also tritt
ein wenig beachteter Parallelismus zwischen den Empﬁndungen und
den sie formenden Elementen hervor; denn die letzteren weisen
nicht mehr und nicht weniger als jene auf entsprechende Beziehun-
gen der Dinge zuriick. Diese Usbereinstimmung braucht jedoch
keine so absolute zu sein, wie jene Verschiedenheit; es ist wol mog-
lich, und die physmloglsche Forschung hat dies fiir den speziellen
Fall des Gesichtssinties nut hestiitigt, dass mch]; alle jene Beziehun-
gen, deren Ex1stenz in den Dmgcn wir voraussetzen miissen, in un-
seren Yor stellungen unmittelbar zu entsprechender Bezeichnung ge-
langen. Dennoch diirfen wir insofern von einer vollkommenen Cor-
respondenz zwischen beidep reden, als jene Abweichungen doch so
gesetzmifsig sind, dass wir sie wissenschaftlich zu construiren ver-:
mogen. Fassen wir diese Andeutungen in ein Resultat zusammen,
so diirfen wir behaupten: alle unsere anschaulichen Vorstellungen
correspondiren den Dingen nicht weniger vollkommen, wie sie von
ihnen in allen ihren Klementen absolut verschieden sind. Jeder
Teil dieser Vorstellungen daher, ihre Materie wie ihre Form, ist
a priori, sofern die psychischen Titigkeiten, die sie erzeugen, in
Betracht kommen; jeder dieser Teile aber ist zugleich empirisch
oder a posteriori, sofern auf die Bedingungen gesehen wird, welche
‘seino Auslosung veranlassen. Dass wir diese Bedingungen nur in
der Form unseres Wissens zu erkennen vermogen, ist selbstverstind-
lich und fiir unsern vorliegenden Zweck gleichgiltigz. Der Gegen--
satz zwischen dem Apriorischen und dem Empirischen in unseren
Vorstellungen ist deshalb kein Gegensatz verschiedener Vorstellungs-
eruppen. oder ihres Bildungsprocesses, sondern es ist ein Gegensatz
der Betrachtungsweise, der die beiden iiberall notwendig zu suppo-
nirenden Seiten jenes Processes zur Darlegung bringt. In diesem
Sinne sind z. B. die Begriffe der Materie und der Kraft der empi-
rische Ausdruck des apriorischen Causalititsprincips, und der Be-
oriff der Triigheit, um auch ein spezielleres Beispiel zu gebrauchen,
der empirische Ausdruck des Satzes vom zureichenden Grunde.
Wenn wir nun diese Gesichtspunkte zur genaueren Charakte-
risirung der oben entwickelten Ansicht verwerten, wonach die Raum-
vorstellung eine empirische ist, so folgt erstens, dass es nicht unsere
Absicht sein konnte, den Inhalt dieser Vorstellung als einen durch
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- die Erfahrung irgend wie gegebenen hinzustellen. Sie ist vielmehr,
sofern sie durch psychische Vorginge erzeugt worden ist, ein dem
Bewusstsein eigentiimliches Besitztum. Die Raumvorstellung in uns
konnte nicht entstehen, wenn nicht eine besondere Disposition un-
serer seelischen Titigkeiten vorhanden wire, bestimmte Gruppen
dufserer Reize gerade rdumlich zusammenzufassen. Ihre Entwick-
lung héngt von der Beschaffenheit der Bewusstseinsvorgéinge nicht
minder ab, wie von der Natur der Dinge. Unsere Raumanschauung
1st demnach in diesem Sinne eine apriorische Vorstellung.
Trotzdem aber diirfen wir der entgegengesetzten Behauptung,
dass unsere Raumanschauung eine empirische sei, in anderer Hin-
sicht mit demselben Recht zustimmen; denn sie ist als Product
jener Wechselwirkung zwischen den Dingen und unseren psychischen
Tatigkeiten eben auch in jedem ihrer wesentlichen Merkmale be-
‘dingt durch die Beschaffenheit der Reize, welche jene Titigkeiten
auslosen. Sowol fiir die Ausdehnung unseres Raumes nach drei Di-
mensionen und seine Unbegrenztheit als auch fiir seine Stetigkeit,
sowle endlich auch fiir den besonderen Wert seines Kriimmungs-
mafses miissen besondere Anlisse in den Erregungen liegen, welche
die psychische Entwicklung der Raumvorstellung hervorrufen. Un-
sere Anschanungsform der von uns verschiedenen Dinge wiirde eine
‘andere werden, sobald die gegenseitigen, von ihrer besonderen Be-
schaffenheit unabhéingigen Beziehungen der Dinge, die dieser Form
entsprechen, sich verindern wiirden. Unsere Raumvorstellung ist
also niclt unabhingig von den Dingen, sondern mit.den Beziehungs-
formen derselben auf ebenso enge Weise verkniipft, wie mit der
Natur unseres Bewusstseins. Sie:ist in diesem Sinne daher eine
empirische Vorstellung, deren Beschaffenheit durch entsprechende
Wahrnehmungsreihen in der Weise geiindert werden konnte, wie
wir frither, bei Besprechung ihrer Congruenz in sich selbst und ibrer
Unendlichkeit, ndher ausgefithrt haben. Mit vollem Recht kann
deshalb auch die Frage aufgeworfen werden, wie beschaffen wir
jene Anlisse voraussetzen miissen, damit die tatsichlichen Merk-
male unserer Raumvorstellung erklirlich werden, wenn die aprio--
rische Disposition zu ihrer Bildung als gegeben angenommen wird.
Solche Untersuchungen sind sowol von philosophischer als auch von
physiologischer Seite her gefithrt worden. Besonders die dreifache
Ausdehnung hat den Anlass zu mancherlei seltsamen Speculationen

Erdmann, Geom. Axicme. 7
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hergegeben. Jedoch auch fiir den eigentiimlichen Charakter des
Aufsereinander und fiir die Continuitit hat man empirische Erkli-
rungsgriinde zu finden gesucht, ja selbst fiir die Unbegrenztheit
lassen sich aus Herbarts Reihentheorie Erklarungsansitze ableiten.

Wir miissen uns jedoch versagen, auf diese Versuche hier niher
einzugehen; nur einen von ihnen, der unser Gebiet unmittelbar be-
rithrt und iiberdies in der Gegenwart ein besonderes historisches
Interesse in Anspruch nimmt, wollen wir in der Kiirze besprechen.
Es ist dies der hereits oben erwihnte Versuch Kants aus seiner
ersten Schrift, den ,,Gedanken von der wahren Schitzung der leben-
digen Krifte®, die dreifache Ausdehnung daraus herzuleiten, dass
~ die Intensitit der Gravitationskraft dem Quadrat der Entferning.
umgekehrt proportional sei. Es ist wol nicht iiberfliissig, die leicht
erkennbaren Mingel dieses Beweises, dessen Grundgedanken noch in
der jiingsten Zeit auch fiir das wunderliche Bemiihen, die objective’
Realitdt des Raumes darzutun, verwendet worden sind, mit wenigen
Worten aufzudecken. Es ist zwar geometrisch unzweifelhaft richtig,
dass sich die Wirkung aller bekannten, anscheinend in die Ferne
wirkenden Kriifte auf eine Kugelfifiche verteilt denken lisst, deren
Inhalt dem Quadrat des Radius proportional ist; und ebenso sicher
ist, dass, wenn man die Principien dieser Construction auf Aus-
gedehntheiten von zwei oder vier Dimensionen {ibertrigt, die Wir-
kungen den einfachen Entfernungen resp. ihrer dritten Potenz um-
gekehrt entsprechen miissten. Jedoch in dieser Uebertragung liegt
eine Diallele, da eben das die Frage ist, ob wir in jener Construc-
tion der Kugelfliche mehr sehen diirfen, als eine geometrische Ver-
anschaulichung eines mechanischen Gesetzes, die in keinem not- -
wendigen innern Zusammenbang mit demselben steht. Dariiber
aber konnen wir aus den Mitteln unserer Erfahrung zu keiner Ent-
scheidung kommen; denn erst dann wiirden wir ein Recht haben,
" eine bestimmte bejahende oder verneinende Antwort zu geben, wenn
uns entsprechende Beobachtungen in einer zweifach oder vierfach
ausgedehnten Welt von Korpern zeigten, ob die Intensititen der
Wirkungen dort den Entfernungen selbst oder ihren Kuben umge-
kehrt proportional wiirden. Dass wir im Stande sind, unter Voraus-
setzung solcher Hypothesen in sich consequente mechanische Systeme
fir die Flichen und die Mannigfaltigkeiten von vier Dimensionen
abzuleiten, tut dieser Forderung natiirlich keinen Eintrags Ueber-
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dies aber miissen wir beachten, dass jenes mechanische Gesetz nicht
denselben Grad inductiver Allgemeinheit besitzt, den wir der drei-
fachen Ausdehnung zuschreiben diirfen. Die physikalischen Beob-
achtungen machen es zwar zur Gowissheit, dass dasselbe fiir alle
sogenannten Fernwirkungen der bisher ermittelten Kraftbeziehungen
giltig ist, aber diese Gewissheit reicht tiber das Gebiet der bisher
uhtersuchten Bewegungsvorgiinge nur als eine Forschungsmaxime
hinaus, die durch entgegengesetzte Experimente aufgehoben werden
kann. Hier ist also die Sicherheit in den Grenzgebiefen nicht dic-
selbe wie im FFelde der Beobachtung.

Anders verhiilt sich dies mit den empirischen Griinden fiir die
Malsverb&ltnisse unseres Raumes. Riemann zwar, der diese Frage
- zuerst aufgeworfen hat, gelangte mit Hilfe der Bemerkung, dass bei
den stetigen Mannigfaltigkeiten das Princip ibrer Malfsverhéltnisse
nicht schon in ihrem Begriff enthalten sei, nur zu dem nicht ganz
durchsichtigen Dilemmal: ,Es muss also entweder das dem Raum
zu Grunde liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden,
oder der Grund der Malsverhiltnisse aufserhalb, in darauf wirkenden
bindenden Kriften gesucht werden. IHelmholtz dagegen ist es ge-
lungen, wenigstens die Congruenzbedingungen in den mechanischen
Postulaten der Existenz fester, absolut beweglicher und durch eine
' Drehung um sich selbst unveréinderlicher Kérper nachzuweisen. So
weit sich ohne analytische Discussion ein Urteil fillen 1isst, scheint
cin entsprechendes Postulat fiir die Ebenheit des Raumes in der
Wahrnehmung zu liegen, dass die Richtung eines bewegten Korpers
innerhalb der Grenzen unserer Erfahrung als vollkommen unab-
hingig vom Orte desselben angesehen werden kann.? — Noch von
einer andern Seite her lisst sich dieser empirische Zusammenhang
unserer Mafsbhestimmungen mit den mechanischen Hypothesen iiber
die Festigkeit und die Bewegungsformen der Kérper dartun.” R. Lip-
schitz hat gezeigt, dass auch die Begriffe der Mechanik sich den so
erweiterten Vorstellungen iiber die ausgedehnten Mannigfaltigkeiten
anpassen lassen, sobald man den Ausdruck fir das Linearelement,
der fiir unseren Raum gilt, in der frither angedeuteten Weise ver-
allgemeinert. Denn unter dieser Voraussetzung bleiben die allge-

1 Rremany, a. a. O, III '§ 3.
2 Man vgl. RiemMANN, a. a. O. TL. § 5.
7w
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meinen fiir das Problem der Mechanik! gefundenen Ergebnisse be-
stehen und haben insofern die Eigenschaft, von den tatsichlich gel-
tenden Voraussetzungen iiber das Mafs des Linearelements und der
lebendigen Kraft unabhingig zu sein.

Diese Erorterungen machen deutlich, in welchem Sinne die
mathematische Theorie dem psychologischen Empirismus Bestitigung
geWI‘;i,hrt. Dennoch ist es bei der herrschenden Verwirrung der Ur-
teile “iiber die Tragweite dieser Theorien geboten, die Entwicklungen
threr hervorragendsten Vertreter mit den gegebenen Andeutungen
in Beziehung zu setzen.?

Die Uebereinstimmung unserer obigen Erorterung, dass die
Raumvorstellung trotz ihres empirischen Charakters in bestimmter
Hinsicht auch als eine apriorische zu bezeichnen sei, mit der Lehre
Lotzes, dessen Scharfsinn wir die erste klare Untersuchung der hier-
her gehorigen psychologischen Fragen verdanken, bedarf keines ein-
gehenderen Nachweises. Schon in der Medicinischen Psychologie
hat er ausdriicklich erklirt®, dass er die Theorie der Localzeichen,
deren Urheber er ist, keineswegs dazu benutzen wolle, ,die Fahig-
keit der Seele, Raum tiberhaupt anzuschauen, oder ihre Notigung
abzuleiten, das Empfundene in diese Anschauung aufzunehmen. Kr
setze vielmehr voraus, ,,dass es in der Natur der Seele Motive giebt,
um deren willen sie einer riumlichen Anschauungsform nicht nur
fahig ist, sondern auch zu ihrer Anwendung auf den Inhalt der
Empfindungen gedringt wird.* Die Localzeichen sollen daher ,nicht
der Seele, die an sich weder Neigung noch Fahigkeit zu rdumlicher
Anschauung hitte, beide einflofsen, sondern sie sollen ihr, die ihrer
Natur gemifs zu riumlicher Entfaltung ihres intensiven Inhalts
dringt, Mittel sein, diese ihre allgemeine Vorstellungsweise in Ueber-

v Laescuiry, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung, in
welchem das Problem der Mechanil enthalten 4st, in Borchardts Journal
“Bd. 74. 8. 120. Daselbst sind andere beziigliche Abhandlungen von demsel-
ben Verfasser und von ScHERING citirt.

? Es sel erwahnt, dass auch HotEenL in seiner mehr erwihnten inter-
essanten Schrift die empirische Natur der Raumvorstellung und der geome-
trischen Wissenschaft lebhaft betont hat. i

¢ Lotze, a. a. 0. 8. 332 f. Man vgl. dazu die sehr klare Auseinander-
setzung dieser Fragen von Lorzr im Anhang zu Svumer, Ueber den psy-
chologischen Ursprung der Rawmvorstellung. Leipzig 1873,
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einstimmung mit der Natur und den gegenseitigen Verh#ltnissen der
Gogenstinde anzuwenden.®

Jedoch auch die physiologisch reich entwickelte Form, die
Helmholtz der empiristischen Theorie gegeben hat, scheint dieser
Auffassung nicht zu widersprechen. Gerade den neuen Anhingern
Kants zwar, dic mit wenigen Ausnahmen das Anerbieten der Natur-
wissenschaften zu einem engeren Freundschaftshiindnis freudig accep-
tirt haben, ist diese Theorie vielfach ein Stein des Anstofses ge-
wesen; aber eine unbefangene ErtGrterung dersclben zeigt, dass ihr
Zusammenhang mit der kantischen Aesthetik ein viel engerer ist,
als es auf den ersten Blick erscheint. Jener Anstofs liegt eben nur
in der unberechtigten Forderung, dass Untersuchungen, die dem
Gedankengang des kritischen Idealismus vollig fern liegen?l, die-

U Schon Hermmonrz hat daranf hingewiesen (Optik S. 456), dass die
Theorie der Localisation aufserhalb von Kants Weg lag. W. Tosias hat
gegen diese Auffassung in seinem an Misverstindnissen der Interpretation
nicht eben armen Buche: Grenzen der Philosophie (Berlin 1875.) Protest er-
hoben. Kant habe nur den umgekehrten Weg eingeschlagen, sofern die
transcendentale Idealitit des Raumes den Ausgangspunkt seiner Wanderung
bilde. In jiingster Vergangenheit hat Crassex in seiner Physiologie des Ge-
sichissinnes (Braunschweig 1876.) sogar den Versuch gemacht, den ganzen
systematischen Apparat der transcendentalen Analytik auf die physiologische
Theorie zu iibertragen, und auch THiELE gelangt durch seine Auffassung der
beziiglichen Lehren trotz seines Gegensatzes gegen den strengen Kantianismus
zu dem Schluss, dass die physiologischen Erfahrungen mit Kants Lehren im
besten Einklange sind. (TuieLe, Kants intellectuelle Anschauung. Halle
1876. 8. 157.) Die Irrttimlichkeit dieser Auffassungen ergiebt sich auns dem
Nachweis, dass Kant gezwungen ist, diese ganze Frage als eine unbeantwort-
bare und unberechtigte abzuweisen, daher denn auch seine Lehre gerade in
diesem Punkt eine charakteristische Liicke zeigt, auf Grund deren hier die
entgegengesetzten Interpretationen das gleiche Recht beansprucht haben.
Wenn niamlich der Versuch gemacht werden soll, Kants Lehre von der blofs
empirischen Realitit der Raumanschauung auf die moderne physiologische
Theorie der Localisation zu tibertragen, so kann das Verhaltnis beider un-
mittelbar nur durch die psychologischen Andeutungen iiber den Krwerb
apriorischer Vorstellungen, walche sich in XKants erkenntnistheoretische
- Untersuchungen gelegentlich eingestreut finden, naher bestimmt werden.
Mittelbar ferner konnen diejenigen Erdrterungen auf dasselbe hinleiten,
durch welche Kant den Begriff des empirischen Gegenstandes sowie den
des empirischen Causalzusammenhanges festzustellen sucht. Fir alle diese
Entwicklungen gilt jedoch gleichmiflsig, wie Kant den Begriff der Aprio-
ritit bestimmt. Hier aber ist wol zu beachten, dass Kant mit aller Scharfe
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jenigen Vorstellungskreise enthalten sollen, welche Kants erkenntnis-
theoretische Ausfiithrungen beherrschen. Helmholtz hat es bestimmt

an der rationalistischen Fassung festhilt, derzufolge diejenige KErkenntnis
a priori ist, die schlechterdings von aller Erfahrung unabhingig statt-
findet. .Diese absolute Aprioritat betrifft zunichst zwar nur die allgemeine
Raumvorstellung sowie die allgemeinen Verstandesformen, aber sie macht es
doch unmdoglich, fiir die besondere raumliche Gestaltung oder fiir die con-
crete Gesetzmilsigkeit einzelner Naturvorginge den Einfluss der Erfahrung
bestimmt zur Hilfe zu rufen. Denn die Erfahrung liefert in allen diesen
Fillen lediglich die fiur sich ungeordnete, formlose Materie. Wiire es mog-
lich, dass auch die Besonderheit der Formung von der Art des Gegeben-
“seins abhinge, so misste Kant nicht blofs zugestehen, dass das transcenden-
‘tale Object d. i das Ding an sich als wirkende Ursache anzusehen sei,
" sondern er miisste auch einriumen, es afficire unsere Sinne so, dass sie die
Vorstellungen von Raum, Materie und Gestalt bekommen. FEr miisste sogar
zu der Behauptung kommen, dass wir diesem Object allen Umfang und Zu-
sammenhang unserer moglichen Wahrnehmungen zuschreiben miissten. Nun
sind alle diese Behauptungen allerdings von Kant selbst gelegentlich wort-
lich ausgesprochen worden, jedoch nicht minder bestimmt und weit mehr
ausgefithrt finden sich in der Kritik der reinen Vernunft KErérterungen,
welche jeden formbestimmenden Einfluss der Dinge an sich resp. des durch
sie gegebenen Stoffes im Zusammenhang mit der Grundlage der Analytik
vollstaindig negiren. Dies beweisen vor allem die Ausfihrungen der Deduc- .
tion, am deutlichsten diejenigen der ersten Auflage; denn in allen diesen
wird der transcendentale Gegenstand, eben weil seine Bedeutung fiir die
Einheit und den Zusammenhang der Erkenntnis erklirt werden soll, zu
Guusten der transcendentalen Einheit eliminirt, weil er fir uns nichts ist.
Denselben Gedankengang wiederholt die Erorterung tber den Begriff der
Causalitit, sowie der Abschnitt uber die Phinomena und Noumena (beson-
ders in der ersten Auflage), endlich alle jene zahlreichen, meist rein idea-
listisch interpretirten Aeulserungen, welche die transcendentale Unwissen-
heit ber die Existenz und die Beschaffenheit des Dinges an sich zum
Ausdruck bringen. Dieser unversohnliche Zwiespalt in der Lehre Kants
macht alle diejenigen Ausfithrungen, welche fiir die Theorie der Localisa-
tion verwertet werden konnten, iiberall da, wo ihr Zusammenhang mit den
Lehren der modernen Sinnesphysiologie hervortreten musste, ganz unzurei-
chend und .lackenhaft. Sowol in der Lehre vom empirischen Object als
auch in der Untersuchung der Wahrnehmungs- und Erfahrungsurteile, sowie
endlich in den einzelnen Bemerkungen tber das Verh#ltnis von Aprioritit -
und Aposterioritdt in den Naturgesetzen kommt dies zum Vorschein. Da
dieser fundamentale Widerspruch in den Grundbegriffen des Systems durch
die historische Untersuchung erklart wird, welche zeigen kann, dass fur
Kant urspriinglich die ganze Reihe dieser Probleme fremd war, so wird
begreitlich, dass er diese Fragen iberall da, wo er den Kern seiner Ge-
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genug erklirt, dass er ebenso wie Lotze die rein psychologische
Frage nach dem apriorischen ‘Grunde unserer Raumvorstellung als
~nicht zu seinem Thema gehérig abweisen miisse. In der Abhand-
lung iiber ,die neueren Fortschritte in der Theorie des Sehens®
bemerkt er: ,da wir es hier nur mit dem Gesichtssinn zu tun
haben und der Tastsinn zur vollstindigen Hervorbringung der Raum-
anschauung geniigt, so konnen wir zuniichst die letztere in ihren
allgemeinen Ziigen als fertig gegeben voraussetzen und uns darauf
beschrinken, zu untersuchen, wo die Uebereinstimmung zwischen
den Raumanschauungen des Gesichtssinns und des Tastsinns her-
rithrt. Genau in demselben Sinne spricht sich das Schlusseapitel
der Optik aus. Die Frage, ,wic es bei den gegebenen sinnlichen
Perceptionen iiberhaupt zur Raumanschanung kommen kénne,* wird
in der , Physiologischen Optik* selbst gar nicht berithrt. Nur die
Abhandlung geht niher auf dieselbe ein. Dieselbe wirft die Frage
auf: ,Konnen wir nun die Bewegungen unserer Hinde und Augen
‘als Rauménderungen erkennen, ohne dies vorher zu wissen, und von
anderen Aenderungen, welche die Eigenschaften der Dinge betreffen,
unterscheiden?® Helmholtz bejaht diese Frage, da die Raumbezic-
hungen die einzigen veréinderlichen Beziehungen zwischen den Sub-
stanzen sind, die unabhingig sind von der Masse und der Qualitit
~ derselben. Die Verschiebungen der Bilder auf der Netzhautfliche
z. B. konnen in gleichem Sinne wiederholt werden, gleichviel durch
welche Eindriicke sic erzeugt werden. ,Dadurch sind diese Verfin-

danken am strengsten festhilt, direkt abweist. - Am deutlichsten geschieht
dies in den Betrachtungen tber die Summe der reinen Seelenlehre. Hier
zeigt Kant, inwiefern ,die beriichtigte Frage wegen der Gemeinschaft des
Denkenden und Ausgedehnten‘ darauf hinauslaufe: ,,wie in einem denken-
den Subject iiberhaupt aufsere Anschauung, nimlich die des Raumes (einer
Erfillung desselben, Gestalt und Bewegung) moglich sei ,Auf
diese Frage aber,* findet er, P,ist es keinem Menschen moglich eine Antwort
zu finden und man kann diese Liicke unseres Wissens niemals aus-
fiilllen, sondern nur dadurch bezeichnen, dass man die dufseren Erscheinun-
gen einem transcendentalen Gegenstande zuschreibt, welcher die Ur-
sache dieser Art Vorstellungen ist, den wir aber gar nicht ken-
nen, noch jemals einigen Begriff von ihm bekommen werden. (Kanrt’s Werke
v. Hartenstein. Bd. IIL. 612.) Die moderne Theorie der Localisation ist des-
halb dem transcendentalen Idealismus Kants nicht blofs fremd, sondern sie
kann auch demselben nicht eingefiigt werden, ohne dass fundamentale
Widerspriiche hervorkommen. '
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derungen charakterisirt als von der eigentiimlichen Art, welche wir
chen Raumiinderungen nennen. Es konnte zweifelhaft sein, ob diese
Acufserungen nicht zu Gunsten eines der herbartischen Reihentheorie
analogen Empirismus, der jeden apriorischen Factor ablehnt, zu
verstehen scien, wenn Helmholtz nicht fortfahren wiirde: ,Der em-
pirischen Aufgabe ist hiermit Geniige geleistet, und wir brauchen
uns auf die Discussion der Frage, wieviel a priori, wieviel a poste-
riori von der allgemeinen Anschauung des Raumes gegeben sei, hier
nicht weiter einzulassen. Diesen allgemeinen Bemerkungen, welche
gleichsam ein negatives Kriterium der Uebereinstimmung zwischen
den erwihnten empiristischen Theorien abgeben, scheinen die spe-
zielleren Ausfithrungen der ,,Physiologischen Optik“ ebenfalls nicht
zu widersprechen, wenn man nur scheidet, was dieser rein psycho-
logischen Frage angehort und was dagegen auf eine erkenntnis-
theoretische Ansicht deutet, welche der Kants allerdings zuwider-
lduft. Zwei Punkte zwar lassen sich auch in rein empiristischem
Sinne verstehen. Der erste liegt darin, dass Helmholtz die Subjec-
tivitit der Empfindungen der des Causalgesetzes coordinirt, ohne
der gleichartigen Aprioritdt der Raumanschauung Worte zu leihen
und dem entsprechend die empiristische Theorie gelegentlich als
diejenige definirt, ,welche alle Raumanschauung als auf Erfahrung
beruhend betrachtet, und voraussetzt, dass auch die Localzeichen
unserer Gesichtsempfindungen ebenso wie deren Qualititen an und
filr sich nichts als Zeichen sind, deren Bedeutung wir zu lesen erst
lernen miissen.“? Auch der Umstand konnte in diesem Sinne auf-
gefasst werden, dass Helmholtz- ausdriicklich angiebt: ,Die einzige
psychische Thtigkeit, die zur Wahrnehmung gefordert wird, ist die
gesetzmilsig wiederkehrende Association zweier Vorstellungen.*3
Dennoch sollen diese beiden Bemerkungen, schwerlich in dieser
Weise verstanden werden, da sie nicht nur selbst sich in die oben
angedeutete Auffassung fiigen, sondern auch durch die tibrigen Ent-
wicklungen in den behaupteten Zusammenhang eingerciht werden.
Helmholtz hat Lotzes Begriff des Localzeichens ausdriicklich adop-
tirt*; denn dass er es fiir verfriiht h#lt, ,rgend welche weitere

* Heumnourz, Physiologische Optik. S. 455.

2 Ders. ° Populire Vortrige. Heft II. 8. 87, Optik. S. 812.
3 Ders. Optik. S. 798, vgl. S. 804, Vortrige. Heft I1. S. 87.
¢ Ders. Optik. 8. 595; Vortrige. Heft 1L 8. 66.
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Hypothesen iiber die Art derselben aufzustellen®?, hat auf diese
Fassung des Begriffs keinen Einfluss. Wenn er daher beide psycho-
physische Theorien als Theorien der Localisation behandelt, die
sich auf den ,,wahrhaft reellen Inhalt* unserer Anschauungen? be-
ziehen, so kann auch hier der Begriff nur in jener engeren Bedeu-
tung gefasst sein, die thm Lotze vindicirt. Am deutlichsten bewei-
sen dies die lichtvollen Krorterungen iiber die Undhnlichkeit ,,zwi-
schen dem Process im Gehirn, welcher die Vorstellung eines Tisches
begleitet, und dem Tische selbst®; am schiirfsten zeigen es die Aus-
einandersetzungen iiber den Sinn, in dem wir von einer Wahrheit
unserer Vorstellungen reden konnen.® Auch hier muss allerdings
das psychologische Problem von dem erkenntnistheoretischen wol
geschieden bleiben. Auch darin endlich liegt eine Bestitigung die-
ser Auffassung, dass Helmholtz den grolsen Philosophen Konigs-
bergs als den ersten Vertreter der nativistischen Theorie bezeichnet 4,
wenn man nur beachtet, in welchem Sinne dies geschieht. Kant ist
Nativist, nicht weil er Raum und Zeit fir die apriorischen Formen
~ der Sinnlichkeit hilt, sondern weil er sie als ,,gegebene Formen
aller Anschauung hinstellt, ohne weiter zu untersuchen, wieviel in
der niheren Ausbildung der einzelnen riumlichen und zeitlichen
Anschauungen aus der Erfahrung hergeleitet sein konnte. So be-
trachtete er namentlich die geometrischen Axiome auch als ur-
‘spriinglich in der Raumanschauung gegebene Sitze.* Kant unter-
scheidet sich deshalb von allen Empiristen, Lotze nicht ausgenom-
- men, sofern er der Erfahrung gar keinen Einfluss auf die Entwick-
lung der Raumvorstellung gestattet; er weicht von den Nativisten
~ab, sofern er blofs behauptet, die Raumanschanung iiberhaupt sei
eine Form unserer Receptivitit, nicht auch voraussetzt, es seien ge-
wisse spezielle Raumanschauungen angeboren.® Diese Mittelstellung
ldsst es deshalb zu, dass der grofse Fortschritt, den das philosophische
Bewusstsein Kant verdankt, die Unterscheidung némlich der recllen
und ideellen Elemente der Erkenntnis, volle Anerkennung findet.®

! Hewmuorrz, Populire Vortrdge. Heft 11, 8. 66.

2 Ders. FKbendaselbst. S. 90 u. oft. ‘
3 Ders. Optik. S. 443, 445 f.; 442, 453. Vortrige. Heft I1. 8. 51 f.
+ Ders. Optik. 8. 456 u. 0. '

5 Ders. Ebendaselbst. 'S. 441.

¢ Ders. Ebendaselbst, S. 428, 456,
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Diese Erorterungen iiber den eigentlichen Sinn und die Gren-
zen des verteidigten psychologischen Empirismus erlauben uns auch,
gine spezielle Folgerung zu ziehen. Das bunte Gewirr von Meinun-
gen, das gegenwirtig noch die oben eingehender dargelegten psy-
~ chologischen Consequenzen iiberdeckt, macht es zur Pflicht, genauer

festzustellen, welches Verhiltnis ihnen gegeniiber die Arbeiten von
Riemann und Helmholtz einnehmen, in denen sie zuerst bestimmt
ausgesprochen sind. | | |

Riemann hat seiner empiristischen Ueberzeugung gleich in den
einleitenden Sutzen Ausdruck gegeben, die den Plan der Unter-
suchung skizziren. Die so vielfach misverstandenen Bemerkungen
lauten wortlich: ,Ich habe mir daher zunichst die Aufgabe ge-
stellt, den Begriff einer mehrfach ausgedehnten Grofse aus allge-
meinen Grofsenbegriffen zu construiren. Es wird daraus hervor-
gehen, dass eine mehrfach ausgedehnte Grofse verschiedener Mals-
verhiltnisse fihig ist und der Raum also nur einen speziellen Fall
einer dreifach ausgedeﬁnten Grilse bildet. Hiervon aber ist eine
notwendige Folge, dass die Sitze der (Geometrie sich nicht aus all-
gemeinen Grofsenbegriffen ableiten lassen, sondern dass diejenigen
Eigenschaften, durch welche sich der Raum von anderen denkbaren
dreifach ausgedehnten Grofsen unterscheidet, nur aus der Erfahrung
entnommen werden konnen, Hieraus entsteht die Aufgabe, die ein-
. fachsten Tatsachen aufzusuchen, aus denen sich die Mafsverhiltnisse
des Raumes bestimmen lassen .... Diese Tatsachen sind wie alle
Tatsachen nicht notwendig, sondern nur von empirischer Gewissheit,
sie sind Hypothesen; man kann also ihre Wahrscheinlichkeit, welche
“innerhalb der Grenzen der Beobachtung allerdings sehr grofs ist,
untersuchen und hiernach iiber die Zuldssigkeit ihrer Ausdehnung
jenseits der Grenzen der Beobachtung sowol nach der Seitc des
Unmesshargrolsen, als nach der Seite des Unmessbarkleinen urtei-
~ len® Dementsprechend sucht Riemann im letzten Teil seiner Ab-
handlung festzustellen, ,wie, in welchem Grade und in welchem
Umfange diese Voraussetzungen durch die Erfahrung verbiirgt
werden.* Diese Schlussfolgerungen lassen erkennen, dass Riemann
der oben entwickelten psychologischen Theorie der Raumvorstellung:
nicht zustimmen konnte: der Empirismus, dem er das Wort redet,
ist nicht jener relative, der die apriorischen Vorstellungsmomente
einschlie(st, sondern der absolute Empirismus Herbarts, dem die
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Raumform ohne jede spezifische apriorische Notigung aus der Reihen-
form' entsteht.? Denn ohne diese Voraussetzung, zu der sich Rie-

- mann iibrigens ausdriicklich bekannt hat?2, wiirde der Schluss von

der Moglichkeit verschiedener Riume mit verschiedenen Malshezie-
hungen auf die empirische Natur unserer Raumvorstellung keine
Giltigkeit haben. Die Anh#nger einer nativistischen Theorie konn-
ten immer noch einwenden, daraus, dass die geometrischen Axiome
sich nicht aus allgemeinen Grolsenbegriffen ableiten lassen, diirfe
nur gefolgert werden, dass die Eigenschaften unseres Raumes ledig--
lich durch dic Anschauung gegeben wiirden, deren Aprlorltat odel
Aposterioritidt gar nicht in Frage komme.

Wesentlich verschieden hiervon ist der Gedankengang der Be-
weise von Helmholtz. In den ersten beiden Abhandlungen desselben
findet sich, wie bereits frither angedeutet, die psychologische Con~
sequenz unmittelbar gar nicht ausgesprochen. Nur der eine Schluss
wird anf Grund der daselbst bestimmten mechanischen: Postulate
der Congruenz gezogen, ,dass die ganze Moglichkeit des Systems
“unserer Raummessungen von der Existenz solcher Naturkbrper ab-
hangt, die dem aufgestellten Begriffe fester Korper hinreichend
nahe entsprechen. Erst dic nemere Abhandlung ,iber den Ur-
sprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome® wirft die
~ Frage auf, ,,wo die besonderen Bestimmungen herkommen, die un-
seren Raum als ebencn Raum charakterisiren®; sie priift deshalb
~ die Moglichkeit, ,,0b sie empirischeﬁ Ursprungs sind, ob sie aus

Erfahrungstatsachen abzuleiten, durch solche zu crweisen, beziehlich
zu priifen und vielleicht auch zu widerlegen seien.* Diese Unter-
suchung fiihrt Helmholtz mit Hilfe des Kriteriums, das er in der
Optik fiir die ausschliefslich subjectiven Empfindungen festgestellt
hat, des Satzes ndmlich, ,,dass nichts in unseren Sinneswahrnehmun-

Is

! Dagegen spricht natiirlich nicht, dass aunch Herbart behauptet: ,aller-
dings kommt aus dem Innern etwas hinzu, welches der Wahrnehmung die
riumliche Form giebt. Denn so wenig dieses Etwas auch ein Seelenver-
mogen in dem Sinne ist, den Herbart mit Recht bekampft, so wenig geniigt
es doch auch, zu supponiren, es seien die schon vorhandenen Vorstellungen, |
welche in ihrem Hervortreten ein gewisses Gesetz befolgen, ein Gesetz der
Ordnung, nach welchem jede auf das Hervortreten der mitverbundenen wirkt.
(HERBART, Psychologze als Wissenschaft. Bd. I1. § 111). :

? Man vgl. 8. 35 dleser Abh. und RIemaNy, Werke, S. 475 f
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gen als Empfindung anerkannt werden kann, was durch Momente,
die nachweishar die Erfahrung gegeben hat, im  Anschauungsbilde
iiberwunden und in sein Gegenteil verkehrt werden kann® Denn
selbstverstindlich ist, dass dieses Kriterium sich auch auf eine
etwaige rein apriorische Raumanschauung anwenden liefse, da diese
cbenfalls durch keine Erfahrung gedndert werden konnte. Diese
Erorterung erst fithrt ihn zu dem Resultat, dass die Raumvorstel-
lung cine empirische sei. In Helmboltz’ Untersuchungen liegt dem-
"nach die Schlussreihe angedeutet, durch die wir oben zu dem glei-
chen Ergebnis gelangten.

Der Unterschied der Abhandlung von Riemann von den Ar-
beiten von Helmholtz licgt demnach hinsichtlich dieser psycholo-
gischen Consequenzen darin, dass Riemann dieselben unter still-
schweigender Voraussetzung der Giltigkeit von Herbarts Psycho-
‘logie gezogen hat, wihrend Helmholtz sie vorsichtiger ohne jede
besondere psychologische Hypothese entwickelt und dadurch zu-
gleich gegen jeden Angriff geschiitzt hat, der aus den spezifischen
Lehrsitzen eines philosophischen Systems heraus gegen dieselben
gerichtet werden konnte; denn die einzige Voraussetzung, an welche
sein Bewecisgang gebunden ist, legt in jenem oben angefiihrten Kri-
terium der Empfindung resp. der Erfahrung. Dieses aber wird die
empiristische Theorie sowol als die nativistische anerkennen miis-
sen, da os eine Hypothese zu Grunde legt, gegen die sich keine
~von beiden verschlielsen darf. Der einzige Einwand nimlich, der
gegen dasselbe, soweit ich sehe, erhoben werden kann, liegt in der
durch die Entwicklungstheorie garantirten Moglichkeit, dass die
Empfindungsqualititen, durch die wir die Einwirkung der Dinge
bezeichnen, einer allm#hlichen oder vielleicht auch plotzlichen Ver-
anderung unterworfen sein und insofern sich selbst gleichsam xzu
widerlegen im Stande sein knnen. Damit eine solche Moglichkeit
aber einen festen Sinn behielte, miisste weiter angenommen werden,
dass jene Veridnderungen durch rein psychische Ursachen bedingt
wiirden, welche die Seele zwingen, auf dieselben Aufseren Erregun-
gen nunmehr durch andere qualitativ oder modal verschiedene Em-
pfindungen zu antworten. Denn dass anders geartete, noch unbe-
kannte und unbegreifliche dufsere Reize andere Empﬁndungsklas—
sen erzeugen wiirden, gehort nicht hierher. Jene Consequenz aber
widerstreitet der bald noch genauer zu besprechenden, durch unsere
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bisherige Kemmtnis des tatstichlichen Zusammenhanges psychischer
Tatigkeiten und mechanischer Kriafte gewihrleisteten Ueberzeugung,
~dass eine wesentliche AeI{dei'ung der ersteren nicht ohne ent-
- sprechende Ursachen in den letzteren entstehen konne, und damit
dem Gesetz des zureichenden Grundes. B
Die vielen verschiedenartigen Einwendungen, welche gegen die
empiristisch psychologischen Folgerungen der neuen geometrischen
Theorie besonders von Seiten der Kantianer unserer Zeit erhoben
worden sind, erledigen sich nach den vorstehenden Erorterungen
im allgemeinen von selbst. Nur weniges moge zur Charakteristik
dieser ganzen DPolemik hinzugefiigt werden, als deren Vertreter
J. K. Becker und besonders W. Tobias gelten mogen, da die un-
zihlbaren und zum Teil unregistrirbaren gelegentlichen Aeufserun-
gen, die sich in jeder der allmonatlich erscheinenden Schriften
itber Kant finden, sich jeder gesonderten Beurteilung entziehen.
Eine wunderliche Eigentiimlichkeit ist allen diesen Einwiirfen, den
“ausfiihrlichen nicht weniger als den kiirzeren gemeinsam, die ndm-
lich, dass man sich gegeniiber jenen mathematischen und psycholo-
gischen Untersuchungen kurzweg auf die Ausfibrungen Kants be-
ruft, sie etwa wie Becker einfach abschreibt, als ob ein solcher
Hinweis vollkommen zur Verurteilung geniige.’ Es sollte doch
vielmehr auch dem iiberzeugtesten Schiiler Kants eine selbstver-
standliche Pflicltt sein, die Lehren seines Meisters, die er auch den
gegenwirtigen Problemvmstellungen gegeniiber fiir ausreichend er-
achtet, auf die verfinderten Fragen nur nach eingehender kritischer
Priiffung zu ibertragen; denn nur dadurch lisst sich die Ueber-
zeugung sicher gewinnen, dass ein philosophisches System, von dem
wir durch eine reiche geistige Entwicklung von hundert Jahren
getrennt sind, auch in seinen besonderen Theoremen noch den For-
derungen der Wissenschaft unserer Zeit vollig gewachsen ist. Diese
vornehme Sicherheit hat denn auch charakteristische Schwiichen
im Gefolge gehabt. Am deutlichsten sind dieselben in der Beur-
teilung Riemanns hervorgetreten, dessen Studiengang vor dem Er-
schemen seiner Biographie in den ,,Mathematlscheu Werken® nur

! J. K. BECKER, Abhand,lungen aus dem Grenzgebicte der Mathematil
und Philosophie. Zirich 1870. 8. 18, 19, 22, 38 w. 6. Man vgl. dazu die
etwas schiirfer geschriebene Recension der noch zu erwihnenden Abhand-
lang von Rosawes in der Zeitschrift fir Mathem. w. Physik. Bd. 17. u. a.m.
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wenig bekannt war. Da die oben citirte Schlussweise dieses ,grolsen
Mathematikers, der aber nicht zugleich Philosoph war, vom Stand-
punkte Kants aus betrachtet, als ,,ein gewaltsamer Sprung® erschien,
sofern an seiner Folgerung ,nicht eine Spur von Denknotwendigkeit
zu entdecken sei,* so war es selbstverstandlich, dass hier ein ,,durch
nichts vorhergehendes motivirtes, blofses Decret* vorlag, dass es
seben nur ohne alle Begriindung ausgesprochene Meinungen waren,
die nichts beweisen, als dass Riemann den einzigen Philosophen,
der ihm iiber seinen Scrupel Aufklirung hiitte geben konnen, nicht
gelesen habe.! Dennoch hitte wol nur grofsere Aufmerksamkeit
und ein wenig guter Wille eindringenden Verstehens dazu gehort,
hier die Abhingigkeit Riemanns von Herbarts Gedankengang zu
erkennen, auf die von Riemann selbst in den unmittelbar auf jene
Aeulserungen folgenden Worten zum Ueberfluss noch hingewiesen
ist. Aber auch Helmholtz gegeniiber hat diese selbstgewisse Ab-
geschlossenheit zu den unzulissigsten Interpretationen gefiihrt. Is
ist schon oben erwihnt worden, wiec wenig es gerechtfertigt ist, auf
die beziiglichen Erorterungen der empiristischen Theorien ohne wei-
teres die Lehren Kants als Mafsstiibe der Beurteilung zu {ibertragen,
da es sich hier um ein Gebiet handelt, das den Untersuchungen
Kants vollkommen fern liegt. (terade Tobias aber macht sich nicht
nur der Ungeheuerlichkeit schuldig, in Riemanns mathematische
Entwicklung unmittelbar die kantische Unterscheidung des Aprio-
‘vischen und Aposteriorischen, sowie des Analytischen und Synthe-
tischen hinein zu interpretiren, er begeht auch das Unrecht, Helm-
holtz’ empiristische Theorie der Localisation ohne weiteres an Kants
Auffassung des Verhiltnisses von Anschauung und Begriff, Sinnlich-
keit und Verstand, empirischem Stoff und apriorischer Form zu
messen. Von dem fundamentalen Gegensatz, der die Entwicklungen
beider Forscher trennt, dass nimlich bei Helmholtz die Erfahrung
als die psychische Tatigkeit des Verstindnisses, der Auslegung, der
Deutung und der Beobachtung der Empfindung dem rein subjec-
tiven, reinen Empfindungsgehalt der Perception gegenfibersteht?,
wihrend bei Kant die Erfahrung eine Erkenntnisquelle bezeichnet,

1 Diese Citate beziehen sich auf BrckeRr, a. a. 0. 8. 16 £, 22 f. und
auf” Torias, Grenzen der Philosophie. S. b4 f.
* Hewmmownrz, Physiologische Optik. S. 431, 438, 441, 798; 435, 437.
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der die Empfindungen als der Stoff der Frkenntnis angehdren,
deren Gegenstand deshalb durch diejenigen Formen dargestellt wird,
die von allem Empfindungsmaterial vollkommen unabhingig sind,
findet sich in seiner Kritik keine Spur. Dazu kommt, dass Tobias
ebenfalls in Folge seiner wenig kritischen Berufung auf Kant bei
seiner Beurteilung der empiristischen Consequenzen die psychologische
Frage nach dem Ursprung der Raumvorstellung fortlaufend mit der
erkenntnistheoretischen nach ihrer Subjectivitit oder Objectivitit ver-
mischt. Fiir Kant sind Aprioritit und ausschliefsliche Subjectivitiit
allerdings Wechselbegriffe, aber doch schon Herbart hat daran er-
mnert, und Kant wiirde das nicht bestreiten, dass die Frage, wie
wir zu unseren Vorstellungen des Riumlichen und Zeitlichen kom-
men moigen, notwendig gesondert werden miisse von der vollig
heterogenen Frage, ob wirklich etwas aufser uns in raumlichen
Verhiltnissen existire.! Und in der Tat, diese Trennung ist selbst-
verstindlich geboten, sobald man zugiebt, dass die etwaigen rdum-
lichen Beziehungen der Korper nicht ohne weiteres in unsere Vor-
stellungen dieser Beziehungen hiniiberwandern konnen. Jedoch wir
konnten iiber diese Vornehmheit gegen die gerechten Forderungen
vorurteilsfreier Interpretation hinwegsehen, da diese bei dem vor-
liufig unversGhnbaren Gegensatz der philosophischen Ueberzeugun-
. gen selten nur ganz erfiillt werden konnen, hatte die gleiche Vor-
nehmheit nicht auch hinsichtlich der rein mathematischen Unter-
suchungen dieser Probleme Platz gegriffen. Es ist zwar sicher, dass
‘das Bediirfniy zu urteilen bei den Menschen immer grofser gewesen
ist als ihre Fahigkeit und Lust zu verstehen, aber dieser tatséich-
lichen Ungebundenheit des literarischen Gewissens sind denn doch
enge Grenzen gezogen. Gerade die Philosophen aber sollten da, wo
- die eigenartige Natur ihrer Wissenschaft sie zwingt, in das Gebiet
einer anderen Disciplin einzutreten, mit jener vorsichtigen Zuriiek-
haltung verfahren, die auch nach der sorgfaltigsten Kinsicht in
fremdartige Verhiltnisse dem absprechenden Urteil auferlegt bleibt;
denn der durch die Ueberstiirzung der Philosophie in ihrer specu-
lativen Periode nicht ganz unbegriindete Verdacht, dass die Philo-
sophen ,,Pioniere seien, dic ithr abenteuernder Trieb hindert, an der
regelmil(sigen Arbeit der cigentlichen Forscher Teil zu nehmen,*

1 Herearr, Psychologie als Wissenschaft. Bd. 11, § 109. 8. 122
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ist auch jetzt noch nicht ganz erloschen, wo die Philosophie gelernt
hat, sich auf ein ihr allein zugehoriges Gebiet zu beschrinken. Wo
aber das Recht zu der mathematischen Polemik herkommt, die
Becker und Tobias gegen Riemann und Helmholtz fithren, wird
durch den Inhalt derselben. unerfindlich.* Daber kommt es denn
auch, dass der springende Punkt der ganzen Untersuchung von
keinem von beiden auch nur annshernd getroffen ist.2 Solchen

1 Die ganze Polemik beider Schriftsteller beruht, so weit ich sehe, auf
Misverstindnissen des Zweckes und des Inhaltes jener Untersuchungen.
Der allgemeine Grund fir dieselbe liegt in dem Umstande, dass beide den
analytischen Sinp der Entwicklungen von der amschaulichen Uebertragung,
die den Pesultaten partiell gegeben werden kann, nicht unterscheiden. Da
die mathematische Wissenschaft ihr Urteil tiber die Berechtigung und die
Bedeutung der neuen Theorie lange gesprochen hat, ist es iiberfliissig, diese
Misverstindnisse, die sich bei eingehenderem Studium von selbst heben,
im einzelnen zu berichtigen. Nur gegen Tobias, dessen Polemik, trotzdem
sie mit einem ganz willkihrlich construirten Schattenbilde kimpft, doch
von grofserer dialektischer Scharfe zengt, sei bemerkt, dass die Trennung von
geometrischen und arithmetischen Axiomen, die er seinem Angriff zu Grunde
legt, die selbstverstindliche Grundlage auch fir Riemann und Helmboltz
bildet. Es ist eben auch fur den Mathematiker nicht notig, alles zu sagen.
Dass aber Tobias die Anspriiche, welche jene Abhandlungen an die philo-
sophische Unbefangenheit stellen, nicht erfiillt, geht allein schon aus der
ganz irrtimlichen Art hervor, in welcher er Riemanns Fragestellung, so
wie die Begriffe der Transportirbarkeit und der Unbegrenztheit auffasst.

2 J. K. Becker findet, dass Riemanns Untersuchung auf einem ,ihm un-
zuginglichen* Wege zu dem richtigen Resultat fithre, ,dass die Sitze der
Geometrie sich nicht aus -allgemeinen Grofsenbepriffen ableiten lassen.*
Da nun die geometrischen Constructionsbegriffe zweifellos nicht reine Grofsen-
begriffe sind, so ist ihm ,unbegreiflich, warum fiir Riemann diese Frage
noch einer so subtilen Untersuchung bedirftig schien.“ Herr Becker gesteht
selbst ein, dass er dem Wege Riemanns zu diesem keineswegs neuen Resul-
tate ,nur mit der griéfsten Mithe und wahrer Selbstitberwindung eine Strecke
weit gefolgt sei, er es daher anderen iiberlassen misse, die in dergleichen
abstracten Untersuchungen mehr bewandert sind, Riemann hier zu folgen,
oder ihn zu widerlegen, wenn er etwa sich geirrt haben sollte. Da
wir nun wol annehmen diirfen, dass der Mathematiker Riemann nicht we-
niger als der Mathematiker Becker ,gewohnt war, mit jedem Wort seiner
Entwicklungen einen klaren Begriff zu verbinden* und dass auch der Her-
bartianer Riemann nicht weniger als der Kantianer Becker ,nur solche Be-
griffe passiren liefs, die durch irgend ecine Anschauung, aus der sie abge-
rogen sind, sich als solche gehdrig legitimiren kinnen,” so wird jene Selbst-
verstindlichkeit des Resultats ebenso wie die Unbegreiflichkeit seiner Ab-
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Ausschreitun_gen— gegentiber ist die Beschrinkung Langes, der aller-
dings Beckers Abhandlung das Lob spendet, dass sie die Bedeutung
der Anschanung im kantischen Sinne mit griindlicher Sachkenntnis
wahre, nur lobend hervorzuheben.?

Jedoch zur Charakterisirung dieser unerquicklichen Polemik
sei hiermit genug geschehen. Schon mehrfach mussten wir andeuten,
dass neben jenen physiologischen Consequenzen auch bestimmte er-
kenntnistheoretische Folgerungen aus den gewonnenen mathe-
mwmtischen Resultaten gezogen werden konnen. Auch hier aber ist
der Streit der Meinungen zu grofs, als dass wir eine vorliufige Orien-
tirung tiber die allgemeinen Gesichtspunkte, die unsere Untersuchung
leiten miissen, enthehren konnten. Es geniigt jedoch.hier, die Pro-
blemreihen anzugeben, deren Lisung die Aufgabe der Erkenntnis- -
theorie bildet. Die allgemeine Frage der Erkenutuistheorie nim-
lich, in welchem Sinne und in welchem Umfange unsere Vorstel-
lungen uns die Beschaffenheit der Dinge selbst zu erkennen geben,
spaltet sich bei niherer Betrachtung in zwei wol zu unterscheidende
Probleme. Da wir in unsere Welt von Vorstellungen festgebannt
sind, die Existenz einer Gesammtheit von Dingen also nicht un-
mittelbar zu erkennen vermigen, so gilt és zunkchst, nachzuweisen,
ob, resp. aus welchen Griinden der transcendente Schluss von der
- Wirklichkeit unserer Vorstellungen auf die Existenz von Dingen
gerechtfertigt ist. Diese Frage, deren begriffliche Elemente bereits
in der eleatischen Lehre zum Vopschein kommen, die jedoch erst

leitung lediglich die von Herrn Becker selbst ausgesprochenen subjectiven
Grimde haben. Dass jenes Ergebnis, welches natiirlich nur analytisch
zu deuten ist, vor Riemanns Untersuchungen nicht erkannt war, geht darvaus
hervor, dass fast alle Raumtheorien, selbst die herbartische einbegriffen,
die Malsbeziehungen des ebenen Raumes fiir die einzig moglichen hielten,
Jene Untersuchung war deshalb notwendig; dass sie begreiflich ist, zeigt
der durch dieselbe bewirkte Fortschritt der geometirischen und mecha-
nischen Disciplinen. Ebenso falsch, wenn auch nicht ebenso schwach mo-
tivirt, ist die Auffassung von Tobias, der als das Endresultat das von Kant
schon in seiner ganzen Unzulinglichkeit erwiesene Intellectuiren der Fr-
scheinungen erblickt. Dass weder Riemann noch Helmholtz daran denken,
einer solchen Vermischung des Anschaulichen und Begrifflichen das Wort .
zu reden, geht aus unserer Darstellung zur Gentige hervor.

1 Vgl. 8. 12 dieser Schrift uwnd Lawen, (Gesch. des Materialismus. 2. Anfl,
- Buch II. Tserlohn 1875. 8. 123, 450 ff.

Erdmann, Geom. Axiome. 8
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seit den Untersuchungen von Malebranche und Berkeley im eigent-
lichen Sinne ein Gegenstand der philosophischen Forschung ist,
hildet den Streitpunkt fiir die beiden allgemein méglichen Systéme
des erkenntnistheoretischen Idealismus und Realismus, deren Ver-
mittlung in jenem Skepticismus enthalten ist, der das Problem an-
erkennt, ohne seine Losung fiir moglich zu halten. An diese erste
Aufgabe nun schlielst sich eine zweite, die in der Fragestellung des
Realismus lautet: in welcher Art und innerhalb welcher Grenzen
stimmen unsere Vorstellungen von den Dingen mit diesen selbst
iiberein. Auch auf diese Frage sind wesentlich von einander ver-
schiedene Antworten moglich. Unsere Vorstellungen koénnen ném-
lich entweder von den Dingen vollkommen abhingig oder aber voll-
kommen unabhingig sein. Die erste dieser Moglichkeiten vertritt
der Empirismus, die zweite behauptet der Rationalismus. Jede
dieser beiden Ueberzeugungen aber lisst drei verschiedene Fille zu.
Der Empirist kann aonehmen, dass unsere Vorstellungen mit den
Dingen absolut tibereinstimmen, dass sie Bilder derselben sind; da-
durch wird er zum Sensualisten. Er kann zweitens beweisen wollen,
dass unsere Vorstellungen nur partielle Bilder der Dinge sind, etwa
in allen quantitativen Beziehungen des Raumes, der Zeit und der
Gesetzlichkeit mit ihnen tibereinstimmen, in allen qualitativen da-
gegen differiren; darin liegt der Standpunkt des formalen Empi-
rismus. Endlich kann er darzulegen suchen, dass alle unsere Vor-
stellungen von der Beschaffenheit und den Beziehungen der Dinge
zwar vollkommen verschieden sind, denselben jedoch in allen Stiicken
correspondiren; diese Lehre konnen wir als Apriorismus bezeichnen.
In &hnlicher Weise differenzirt sich auch das rationalistische System.
Dasselbe kann erstens ebenfalls annehmen, dass alle unsere Vor-
stellungen trotz ihrer absoluten Unabhingigkeit von den Dingen
dennoch vollkommen getreue Bilder derselben geben; dies ist die
Meinung des Lehrsystems von der pristabilirten Harmonie. Der
Rationalismus kann ferner ebenfalls behaupten, jene Uebereinstim-
mung sei keine vollkommene, nur etwa die Formen des Denkens
seien identisch mit den Formen des Seins; diesc Theorie, deren
Gegensatz gegen die entsprechende Form des Empirismus ebenso
deutlich ist wie ihre Uebereinstimmung mit derselben, ist der for-
male Rationalismus. Die Behauptung endlich, dass alle Elemente
unserer Vorstellungen von den Dingen nicht blofs ginzlich unab-



— 115 —

héingig, sondern auch spezifisch verschieden sind, ldsst sich als ab-
soluter Rationalismus oder als Nativismus bezeichnen.

Es tut dieser systematischen Klassificirung natiirlich keinen
Eintrag, dass die historisch gegebenen Systeme sich selten nur rein
in dieselbe einfiigen lassen. Kants Kriticismus z. B., der allerdings
weniger noch als die meisten iibrigen philosophischen Systeme einen
einheitlich durchgefiihrten, erkenntnistheoretischen Grundgedanken
enthalt, wiirde sich ecinerseits als naiver Realismus, andrerseits als
formaler Rationalismus auffassen lassen, daneben aber auch die
Principien des Apriorismus enthalten, sofern er den Stoff der Sinn-
lichkeit als gegeben betrachtet, und die Formen des Verstandes
und -der Vernunft in schreiendem Widerspruch gegen ihren ratio-
nalen Charakter lediglich auf das Feld moglicher Erfahrung be-
schrinkt. Es ist eben wol zu beachten, dass die Entwicklung der
Wissenschaften von zufilligen Erkenntnissen ausgeht und zunéchst nur
unzuléngliche Principien gewinnen kann. Dazu kommt, dass speziell
die Erkenntnistheorié erst durch Kant zu dem Rang einer selbstan-
~ digen philosophischen Disciplin erhoben worden ist, dass ihre Ge-
sichtspunkte daher, da wir jetzt erst im Begriff stehen, Kants Ver-
machtnis anzutreten, bis auf die Gegenwart mit psychologischen
Doctrinen und metaphysischen Theoremen, wie besonders den Spe-
culationen iiber Materialismus und Spiritualismus, auf das engste
vermischt gewesen gind.

Wenden wir nun diese Einteilung der mdoglichen erkenntnis-
“theoretischen Lehrmeinungen auf unsere oben entwickelten mathe-
matischen und psychologischen Ergebnisse an, so wird ohne weiteres
deutlich, dass die letzteren zu den rationalistischen'Doctrinen in
vollem Gegensatz stehen. Es ist durch dieselben unmoglich ge-
macht, unsere Raumanschauung als unabhingig von aller Erfahrung
anzusehen. Dass die Beweise hinfillig sind, welche die Raumvor-
~ stellung als eine notwendige Eigenschaft Rller denkenden Intelligen- -
zen darzustellen suchen, folgt unmittelbar aus der Méglichkeit, dass
wir die Wahrnehmungsreihen, welche ein sphérischer oder pseudo-
sphiirischer Raum darbieten wiirde, anschaulich entwickeln konnen,
Denn keine dieser Entwicklungen, die wir gemils den Gesetzen un-
serer tatstichlichen Wahrnehmung anstellen, fithrt zu Absurdititen,
die uns nctigten, unsere Begriffe von Substanzen, Kriften u s, w.
als unzuldnglich aufzugeben. Ebenso wenig aber lidsst sich der

8*
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Raum als eine a priori gegebene Form unserer Receptivitit auf-
fassen, nach deren Bedingungen der Moglichkeit nicht weiter ge-
fragt werden konne. Kant selbst hat mit vorahnendem Scharfblick
angegeben, an welche Voraussetzungen seine Theorie gebunden ist,
sagt er doch': ,wie aber eine solche sinnliche Anschauung (als der
Raum ..) ... selbst moglich sei ..., das ist uns schlechterdings un-~
moglich weiter zu erkliren, weil wir sonst noch eine andere An-
schauungsart, als die uns eigen ist, ... haben miissten, wir konnen
aber alle Anschauung nur durch die unsrige anschanen.“ Eben
diese von Kant fiir unerfiilibar gehaltene Voraussetzung ist uns
aber jetzt gegeben, seitdem wir gelernt haben, die verschiedenen
moglichen Arten von Malsbeziehungen der dreifach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden. Unerklirlich bleibt allerdings
noch die dreifache Ausgedehntheit unseres Raumes; aber auch hier
ist keine Grenze unseres Krkennens, seitdem wir wissen, dass die
analytischen Begriffe mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten nicht
in sich widersprechend sind, so dass wir auch hier auf eine allmih-
liche Einsicht in die empirischen Bedingungen hoffen diirfen.

Eine negative Bedeutung der neuen geometrischen Erkenntnis
fiir die rationalistische Theorie ist demnach gesichert. Es fragt
sich daher nur noch, ob sie vielleicht auch positive Beziehungen zu
einem der empiristischen Systeme enthélt. Unsere obige Erdrterung
lehrt, dass dies nicht der Fall ist, denn keine unter jenen drei mog-
lichen Lehrmetnungen darf leugnen, dass die riumliche Anschavung,
gleichviel ob sie auch die Form der Dinge selbst ist, von den psy-
chischen Titigkeiten neu erzeugt werden muss, und jede derselben
- erkennt an, dass die Beschaffenheit unserer Raumvorstellung von
den Beziehungen der Dinge selbst in allen ihren Merkmalen ah-
hiingig ist. Nur zu dem einen Schluss also haben uns die mathe-
matischen Ergehnisse gezwungen, dass unsere Raumvorstellung durch
die Wirkungen -der Dinge in unser Bewusstsein, die wir erfahren,
eindeutig bedingt sein muss; die psychologische Notwendigkeit, zu
diesen einseitigen wenn auch notwendigen Bedingungen noch die
Natur des Bewusstseins hinzuzunehmen, damit sie hinreichend wiir-
den, liefsen sie unberiihrt.

1 In dem Briefe an Herz vom Mai 1789. Kaxnr’s Werke, hemusg.\fvd%
Hartenstein. Band VIIL. S. 717, vgl. T46.
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Die Bedeutung der mathematischen Theorie fiir die zweite
Frage der Erkenntnistheorie ist also nicht positiv bestimmend; die
Entscheidung zwischen Sensualismus, formalem Empirismus und,
Apriorismus liegt daher auf anderem Gebiet. Ganz beziehungslos
endlich verhalt sie sich zu der ersten Frage, ob der Realismus oder
der Idealismus den Tatsachen der Erfahrung besser geniigt. Denn
beide Systeme miissen gleicherweise anerkénnen, dass die rdumliche
Anschanung kein willkiirlich aufgebbares Product der Einbildungs-
kraft ist, sondern dass es aulserseelische Ursachen sind, die ihre
Erzeugung bedingen. Es ist deshalb auf unsere Theorie ohne jeden
Einfluss, ob man mit dem Realismus glaubt, die Begriffe fester Kor-
per u. 8. w. von selbstindigen Dingen ableiten zn diirfen, oder mit
dem Idealismus behauptet, die productive Einbildungskraft etwa
setze dem teilbaren Ich ein teilbares Nichtich entgégen_, oder eme
Gottheit sei es, welche diese Vorstellungen ins Bewusstsein wirke.

- Es ist auch hier notig, noch im besondern nachzuweisen, dass
~ die vorstechende Entwicklung durchaus in der Richtung des von
Riemann und Helmholtz eingeschlagenen Weges liegt, da man die
Erorterungen derselben auf Grund jener oben schon besprochenen
Vermischung des psychologischen und des ‘erkenntnistheoretischen
Standpunktes fast ausnabmslos in entgegengesetztem Sinne inter-
pretirt hat. .

Was zuniichst Riemann betrifft, so ist allerdings zweifellos,
dass die ganze Form seiner Darstellung nur den einen Schluss zu-
lasst, er sei ein entschicdener Anhénger des formalen Empirismus;
selbst von der herbartischen Unterscheidung des sinnlichen und in-
telligibeln Raumes findet sich in den beziiglichen Stellen seiner
Abhandlung keine Spur, so dass er in diesem Punkt offenbar kein
Schiiler Herbarts gewesen ist. Diese Auaffassung wird durch die
philosophischen Fragmente Riemanns lediglich bestatigt. Dort be-
merkt er behufs Erliuterung der Frage, wann unsere Auffassung
der Welt wahr sei!: ,,die Elemente unseres Bedes von der Welt
sind von den entsprechenden Klementen des abgebildeten Realen
ginzlich verschieden. Sie sind etwas in uns; die Elemente des
Realen etwas aufser uns. Aber die Verbindungen zwischen den |
Elementen im Bilde und im Abgebildeten miissen iibereinstimmen,

! Riemany, Werke. S. 491.
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wenn das Bild wahr sein soll* Dann beantwortet er die sich an-
schliefsende Yrage: ,woraus soll der Zusammenhang der Dinge er-
kannt werden,“ zwar ganz im Sinne Herbarts durch die Bemerkung:
wsaus dem Zusammenhange der Erscheinungen,” jedoch die nihere
Exklarung giebt auch hier die Abweichung von Herbarts Theorie
des intelligibeln Raumes zu erkennen. Die Qualititen der Sinnen-
dinge nimlich sind etwas lediglich unseérer Empfindung entnomme-
nes, dagegen ,,die Vorstellung von Sinnendingen in bestimmten rium-
lichen und zeitlichen Verhéltnissen ist dasjenige, was beim absicht-
lichen Nachdenken iiber die Natur vorgefunden wird oder fiir das-
selbe gegeben ist. ,,Dasjenige, woraus der Zusammenhang der Dinge
erkannt werden muss, sind also quantitative Verhaltnisse, die rdum-
lichen und zeitlichen Verhéltnisse der Sinnendinge und die Inten-
sitdtsverhiltnisse der Merkmale und ihrer Qualititsunterschiede.®
Unzweifelhaft 1st es also, dass Riemann den Raum wie die Zeit fiir
die objectiven Formen der Dinge hielt, aber auch nicht die leiseste
Andeutung findet sich in seinen Schriften, dass er glaubte, diese
Ansicht aus seinen geometrischen Theoremen herleiten zu
konnen. Denn fiir die ganz unsinnige Ansicht, die Tobias in der
Habilitationsabhandlung desselben niedergelegt findet, es sei nach
Riemann moglich, ,dass die beobachtbare Welt mit thren wirklich
vorhandenen drei Dimensionen in einer nicht absehbaren Entfer-
nung von der Erde ein Ende erreiche, und dass daselbst ein anderer
Weltenraum beginne mit einem anderen Kriimmungsmalse und mit
vielleicht mehr als drei Dimensionen®?, fiir diese Ungeheuerlichkeit
ist die subjective Auffassung des Interpreten allein verantwortlich.
Ebenso wenig vermag ich den geringsten Grund zu entdecken, der.
zu der Ansicht berechtigen konnte, die Wundt iiber die Consequen-
zen der Riemannschen Theorie in spottender Polemik ausgesprochen
hat.? Die Fragmente der philosophischen Speculationen enthalten
manche wunderliche Gedanken; welche von ihnen jedoch zu Be-
hauptungen fithren, wie die, dass die Zeit_ehdlich sel, ein bestimm-
tes Kriimmungsmals besitze, dass unser Bewusstsein der spezielle
Fall eines transcendenten Bewusstseins von n Dimensionen sei w. s. w.,

! Tosias, a. a. 0. S, 81. Es bedarf kaum der Bemerkung, dass Herr
Tobias auch nicht die Spur eines Belegs fiir seine Interpretation beibringen
kann. .

2 Wunpr, Vierteljahrsschrift fir Philosophie. 1. Jahrg. 1. Heft. 8. 114.
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kann ich um se weniger sehen, als ich auch in seiner Abhandlung
iher die Axiome den vollsten Gegensatz zu solchen wiisten Triu-
mereien erkenne. Das Beispiel Riemanns also zeigt gleichsam in
concreto, dass die neue geometrische Theorie sich mit dem for-
malen Empirismus vertriagt, weil sie zu seinen Lehren ohne Be-
ziehung ist. . | |

Nicht anders verhilt sich diese Sache bei Helmholtz. Dass
auch er ein Anhinger des formalen Empirismus ist, hiitte nicht in
Zweifel gezogen werden konnen, wenn man sich an seine Erklarun-
gen gehalten, und. nicht heterogene Beziehungen zu Kant hinein-
gemischt hitte. Ob derselbe frither sich zu Kants Lehre von der
ausschlielslichen Subjectivitit des Raumes bekannt habe, ist, nach
dem Vortrag ,iiber das Sehen des Menschen® vom Jahre 1855 zu
urteilen, nicht unwahrscheinlich, aber sicher ist, dass er in seiner
»Ihysiologischen Optik® sowie in allen iibrigen beziiglichen Schriften
auf das unzweideutigste dem formalen Empirismus das Wort redet.
Helmholtz trennt tiberall die Eigenschaften der Kérper als die Wir-
kungsproducte der Dinge auf unsere Sinne von ihren zeitlichen und
raumlichen, veranderlichen Beziehungen, die nicht von der Qualitiit
und Masse derselben abhingen.! Die ersteren sind Symbole oder
schirfer Zeichen der Dinge, die letzteren dagegen sind Bilder ihrer
wirklichen Verhdltnisse. Auf das unzweidentigste erkliren dies die
Worte, in welche die Abhandlung ither ,die neueren Fortschritte
in der Theorie des Seheps® ihr Ergebnis zusammenfasst. Dort
nimlich heifst es: ,,Nur die Beziehungen der Zeit, des Raumes, der
Gleichheit, und die davon abgeleiteten der Zahl, der Grolse, der Ge-
setzlichkeit, kurz das Mathematische, sind der aunfseren und inneren
Welt gemeinsam, und in diesen kann in der Tat eine volle Ueber-
einstimmung der Vorstellungen mit den abgebildeten Dingen
erstrebt werden.* Genau in demselben Sinve ist auch -sonst, wo
diese Frage imn Betracht kommt, von einer ,Abbildung der Raum-
verhiltnisse®, von einem ,rdumlichen Bild der uns umgebenden Welt
von drei Dimensionen in unserer Anschauung®? die Rede. An an-
deren Stellen zwar tritt ein anderer Gedauke in den Vordergrund.
So heilst es in dem oft citirten Capitel der Optik: ,Die einzige

* HeuMuovrz, Physiologische Optik. S. 444 f.; Populire Vortrige. Heft 11
S. 90. .
? Ders. Optik. S. 445, Vortrige. Heft I1. 8. 207.



— 120 —

Bezichung, in welcher eine wirkliche Uebereinstimmung unserer
- Wabhrnehmungen wit der Wirklichkeit stattfinden kann, ist die Zeit-
folge der Ereignisse mit  ihren verschiedenen Eigentiimlichkeiten.
Die Gleichzeitigkeit, die Folge, die regelmélsige Wiederkehr der
Gleichzeitigkeit oder Folge kann in den Empfindungen ebenso statt-
finden, wie in den Freignissen® An anderen Stellen wird der Be-
griff der Gesetzmilsigkeit, also das Princip der Causalitit, das in
diesen Worten, in denen es nach dem Zusammenhang der Darstel-
lung noch nicht ausdriicklich betont werden konnte, stillschweigend
mitgedacht wird, dem Begriff der blofsen Zeitfolge coordinirt. So
heilst es kurz nach den citirten Bemerkungen schon bestimmter:
»0 sind die Vorstellungen von der Aulsenwelt Bilder der gesetz-
milsigen Zeitfolge der Naturereignisse. In pricisester Form kehrt
derselbe Gedanke gegen das Ende der Rede ,liber das Ziel und die
Fortschritte der Naturwissenschaft® wieder. Dort wird gesagt: ,Wir
sehen nun zum Schluss, dass unsere Sinnesempﬁndungen ... nur in
der Darstellung der zeitlichen Folge die Bedeutung von Bildern
haben. Eben deshalb sind sie aber auch im Stande, die Gesetz-
mifsigkeit in der zeitlichen Folge der Naturphiénomene direct ab-
zubilden.#* Vergleichen wir nun diese Bemerkungen mit den vorher
citirten, so wird klar, dass hier nicht, wie vielfach behauptet worden
ist, ein Widerspruch vorliegt, sondern dass vielmehr hier eine Eigen-
tiimlichkeit zur Geltung gebracht wird, welche die Zeit und die
Causalitit von dem Raume nach Helmholtz’ Auffassung scheidet.
Erstere nimlich gelten fiir Ereignisse und  Vorstellungen in der
gleichen Weise; letztere dagegen ist auf die Freignisse beschrinkt,
da die Bezichungen der Vorstellungen des Raumes nicht selbst
rivumbiche sein konnen. Ueber eine solche Auffassung kann man
rechten, da sie, besonders was die Causalitit betrifft, nur durch
metaphysische Hypothesen festen Halt gewinnt, iiber die zur Zeit
eine wissenschaftliche Entscheidung wol noch nicht gegeben werden

' Hermuorrz, Populire Vortrige. Heft II. 8. 208. In etwas anderer
Wendung kommt der Gedanke noch S. b4 desselben Heftes zum Ausdruck,
wo die Vorstellungen hinsichtlich der Zeitfolge, der Gleichheit und-der ge-
setzlichen Ordnung als Bilder dargestellt werden. Tier findet allerdings
eine- Anordnung der Begriffe statt, deren Beziehung zu der oben citirten
Zusammenstellung auf S. 98 derselben "Abhandlung aus den sonstigen Er-
orterungen nicht verstindlich ist.
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kann, aber man muss anerkennen, dass sie cinen tatsichlichen Unter-
schied der rédmlichen, sowie der zeitlichen und causalen Beziehun-
gen der Dinge zum Austrag bringt. Andrerseits aber lasst sich auch,
denken, dass hier ein Zusammenhang zwischen Raum und Zeit vor-
geschwebt hat, demzufolge unsere Raumvorstellung sich auf die Zeit-

vorstellung zuriickfiihren lésst, eine Theorie, die bekanntlich bereits

mehrfach ausgefiilhrt worden ist. Jedenfalls aber ist klar, dass hier-
durch der Standpunkt des formalen Empirismus, den Helmholtz
einnimmt, in keiner Weise beriihrt wird. Demnach ist es selbst-
verstandlich, dass diesg erkenntnistheoretischen Ueberzeugungen
auch-in Ilelmholtz’ beziiglichen mathematischen Arbeiten zur Gel-
tung kommen, aber so wenig wie bei Riemann enthalten dieselben
irgend welche Andentungen, dass Helmholtz sie aus seiner geo-
metrischen Theorie folgere. Seine ersten Abhandlungen be-
haupten nur, dass die Geometrie keine rein apriorische Wissenschaft
der Raumformen sei, seine letste will nur beweisen, dass die Raum-
vorstellung in dem oberr besprochenen Sinne als eine empirische
aufgefasst werden miisse. Deshalb diirfen wir auch darauf Ver-
zicht leisten, die Bemerkung von O. Liebmann in den Bereich der
Discussion zu ziehen, wonach Helmholtz im miindlichen Gesprich
erklart haben solle, dass er den Raum im Simne Kants fiir eine
- subjective Form unserer Anschauung halte.! Miindliche Aeufserun-
gen, auch wenn der gewissenhafteste Berichterstatter sie colportirt,
gehoren nicht vor das Forum der offentlichen literarischen Unter-
suchung, so lange nicht etwa die besondere Pflicht vorliegt, die
Gresinnung oder die Anschauungsweise eines bereits Dahingeschie-
denen zu retten. |

‘Diese Erorterung der erkenntnistheoretischen Ueberzeugungen
der Dbeiden Mathematiker, die zu solchen Interpretationen Anlass
gegeben haben, bewecist somit im besonderen, dass unsere obige
Darlegung der Beziehungslosigkeit jener geometrischen Theoreme
und psychologischen Consequenzen zu den moglichen Formen des
erkenntnistheoretischen Empirismus in sich gerechtfertigt war. Der
Apriorismus, den wir oben in kurzen Andeutungen verteidigten; ge-
niigt ihnen nicht weniger, als der formale Empirismus von Riemann
und Helmholtz; selbst der Sensualismus, der heut nur noch die

! LiesmMaNN, Philosoph. Monatshefte. Bd. VIL. 8. 537 f.
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naive Annahme des wissenschaftlich rohen Bewusstseins ist, konnto
durch dieselben nicht widerlegt werden.

Es fehlt jedoch viel, dass diese Auffassung zu allgemeiner An-
erkennung gelangt wire. Nicht genug, dass die Ausfiihrungen von
- Riemann und Helmholtz von einzelnen Mathematikern, wie Rosanes !
und vielen Philosophen wie Becker, Diihrung und Tobias in dem
eben als irrttiimlich nachgewiésenen Sinne verstanden worden sind,
es sind auch Versuche gemacht worden, dieselben direct fiir die
Probleme der Erkenntnistheorie zu verwerten. Charakteristischer
Weise hat sich hierbei das Wunder begeben, dass man in ihnen
sowol die Beweismittel fiir Kants formalen Rationalismus als auch
das Medium fiir ein unklassificirbares Mittelding zwischen formalem
Empirismus und Sensualismus gefunden hat.

Da auch in diesem Fall die Untersuchungen einzelner dab Ur-
teil vieler gefangen nehmen, so ist es erforderlich, die etwaige Be-
rechtigung dieser Schlussfolgerungen in der Kiirze zu priifen.

Jene rationalistische I'olgerung hat O. Liebmann in dem mehr- .

fach citirten Aufsatz ,,iber dic Phanomenalitit des Raumes® zu er--

hdrten versucht. KEr findet daselbst, dass jene ,hochst sublimen®
mathematischen ,,Speculationen in der Tat das Berkeley-Kantische
Paradoxon auch in dem letzten und extremsten Sinn zu bewahr-
heiten scheinen.* Bei der Priifung der Ergebnisse Riemanns han-
delt es sich nach seiner Auffassung um zweierlei, ,erstens darum,
ob der entwickelte mathematische Begriff (einer n-fach ausgedehn-
ten Mannigfaltigkeit) iiberhaupt formal logische Berechtigung hat,
zweitens, wenn dies der Fall sein sollte, ob ihm iiberdies. eine meta-
physisch materiale Bedeutung zugeschrieben werden darfs Was
nun diesen zweiten Punkt betrifft, der uns hier allein interessirt,
so findet Lichmann, dass hinsichtlich der metaphysischen Bedéutung
jenes Begriffs ,die Frage aufgeworfen werden kann, ob aus dem
subjectiven, intellectuellen Unvermogen unserer und jeder uns ho-
mogenen Intelligenz, ihr Entsprechendes anzuschauen, die objective,
reale, die transcendentc Existenzunfihigkeit eines solchen Raumes
zu folgern sei* Er antwortet hierauf: ,Nur zu der problematischen
Behauptung sind wir berechtigt: ein ebener Raum von drei Dimen-

1 Rosaxnes, Ueber die neuesten Untersuchungen in Betreff unserer An-
schawwung vom Rawme. DBreslan 1370,
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sionen scheint mit der wesentlichen . Organisation unseres An-
schauungsvermogens und jedes ihm homogenen solidarisch verkniipft
zu sein, wennschon wir vorldufig noch nicht wissen, ,,weshalb unsere
intuitive Intelligenz an diese immanenten Schranken gebunden ist.“
Das Endergebnis seiner eingehenderen Darstellung ist demnach der
problematische Satz: ,,Ob die transcendente Anordnung der absolut
realen Welt, welche aulserhalb unsercs Bewusstseins liegt, mit un-
serer Raumanschauung iibereinstimmt, ob sie ihr commensurabel
oder incommensurabel ist, wissen wir nicht.®

Diese Analyse der Argumentation Liebmanns zeigt zunichst,
dass eine auffallende Incongruenz besteht zwischen der Bedeutung,
die den Ergebnissen Riemanns nach Liebmanns anfinglicher Dar-
stellung zukommen soll und dem Resultat, zu dem seine Unter-
suchung gelangt. Jene Ergebnisse ,griffen in das Problem der Phi-
nomenalitit eing als ,,die Untersuchung desselben zu der Frage ge-

dringt hatte: Kommt dem reinen Raum etwa transcendente Realitét -

zu? Ist er etwa die Ordnung der absolut realen Welt, welche auflser-
halb und jenseits unseres subjectiven Bewusstseins liegt?* Sie soll-
ten, wie wir schon erfuhren, die Phinomenalitit des Raumes ,,im
letzten und extremsten Sinune bewihren.* Statt dessen lautet
das Resultat doch nur: wir kénnen nicht wissen, ,,0b abgesehen von
~unserer und jeder ithr homogenen Intelligenz ein unserem Raum
ahnliches, absolutes Correlat desselben realiter existirt.* Wir wiir-
den dieses Misverhdltnis zwischen der Behauptung Liebmanns und
dem Resultat seines Beweises fir ein Zeichen halten konnen, dass
hier der Zwang der Sache einmal stirker gewesen sei, als die Hoff-
nung, in derselben eine Bestitigung der eigenen Ueberzeugung zu
finden, wenn wir nur ein Recht hiltten, jenes vorsichtigere Ergebnis
wirklich als eine Folgerung aus Riemanns ,,Speculationen® anzu-
sehen, Dieses Recht besitzen wir jedoch nicht. Liebmann fragte,
ob aus der Unfihigkeit unserer Seele, einen n-fach ausgedehnten
Raum vorzustellen, seine transcendente Existenzunfihigkeit folge.
Wir wollen einmal zugeben, dass in dieser Frage, die den sprin-
genden Punkt von Liebmanns Beweisfiihrung bildet, in Wirklichkeit
ein. Problem enthalten sei, obgleich es schwer denkbar ist, dass
jemals ein Mensch so toricht gewesen sein konnte, hier die Mog-
lichkeit einer bejahenden Antwort zu finden. Aber so selbstver-
stindlich demnach jene Frage verncint werden muss, so deutlich

T
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st doch auch, dass diese Antwort zu den Theoremen Riemanns in
gar keiner sachlichen Beziehung steht. Denn der Grund dieser
Verneinung liegt doch nicht in jenem Begriff der n-fach ausgedehn-
ten Mannigfaltigkeit, sondern in der tatsichlichen Gebundenheit
unserer Anschauung an die ihr eigenen Formen. Wir wiirden fiir
jeden beliebigen anderen Begriff, den wir dem Begriff einer n-fachen
Ausgedehntheit substituiren wollten, genau zu derselben Antwort
celangen. Hieraus aber folgt, dass Liebmanns Untersuchung der
s»metaphysischen Bedeutung® des Begriffs der n-fach ausgedehnten
Mannigfaltigkeit zu der geometrischen Theorie des grofsen Mathe-
matikers in gar keiner sachlichen Beziehung steht, so lange man
nicht den Umstand, dass er jener Theorie einen Begriff entnimmt,
der durch jeden moglichen anderen ebenso gut ersetzt werden konnte,
fiir eine sachliche Beziehung ausgiebt. Diejenigen Beziehungspunkte,
welche Helmholtz” Untersuchungen, mehr und bestimmter als die~
jenigen von Riemann, zu der von Liebmann verteidigten Erkenntnis-
theorie Kants in Wirklichkeit haben, werden in der ganzen Abhand-
lung leider gar nicht beriihrt.

| Wie diirfen deshalb zu den, entgegengesetzten Bestrebungen
iibergehen, die jene mathematischen Krgebnisse fiir den formalen
Empirismus und ihm analoge erkenntnistheoretische Ueberzeugungen
in Anspruch nehmen. Davon zwar diirfen wir absehen, dass jenes
obhen schon charakterisirte Misverstindnis, wonach die Arbeiten von
Riemann und Helmholtz direct fiir den formalen Empirismus plai-
diren sollen, mehrfach auch in beziiglichen mathematischen Schriften,
besonders .in der bereits citirten Abhandlung von Rosanes?, den
Schein einer wolbegriindeten, notwendigen Folgerung angenommen
hat. Die Behauptung aber miissen wir zunéchst priifen, dass jene
Schriften zu noch groberen Misverstindnissen tatsichlich Anlass
gegeben haben sollen. Von mathematischer Seite ist dieser Vor-
wurf erhoben worden. Felix Klein nimlich, der wie Baltzer der
Ueberzeugung ist, dass die mathematische Theorie gar keine philo-
sophischen Consequenzen zulasse, nicht einmal irgend eine psycho-
logische Ansicht bestitige?, hat in seinen Vergleichenden Betrach-

! Rosanes, Ueber die neuesten Untersuchungen in DBetreff unserer An-~
schawung vom Rauwme. ' o

? KrEix, a. a. 0. 8. 44. Dort wird gesagt: ,Véllig unabhingig von
dén entwickelten Gesichtspunkten (der Selbstindigkeit des Parallelenaxioms
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tungen tiber neuere geometrische Forschungen die Behauptung aus-
gesprochen, dass die Ausdrucksweise von Riemann und besonders
von Helmholtz, so unzweifelhaft sie manches Gute habe, doch zu
einem ausgebreiteten Irrtum gefiihrt habe.! Der Umstand niimlich,
~ dass man ,statt von den Individuen einer Mannigfaltigkeit, von den
Punkten eines hoheren Raumes u. s. w.% geredet habe, sei von nach-
teiligen Folgen geworden, sofern ,,in ausgedehnten Kreisen die Unter-
suchungen tiber Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen Dimensionen
als solidarisch erachtet werden mit der Vorstellung, der Raum habe
eigentlich vier oder unbegrenzt viele Dimensionen, wir seien aber
nur im Stande, drei wabrzunehmen.“ Jene Redeweise nun - sei
wallerdings dieser Vorstellung entflossen®, dennoch sei die
geometrische Theorie ,ihrem Wesen mach von einer solchen.Be~
hauptung vollkommen unabhingig.® Es ist leider richtig, dass ein
derartiger Irrtum bei vielen, die diesen Untersuchungen selbst fern
-geblieben sind, verbreitet ist — es werden in philosophischen Schrif-
ten geradezu haarstraubende Dinge von der sogenannten Metama-
thematik erzithlt —, und es ist unzweifelhaft, dass jene Ergebnisse
nicht den geringeten Amnhalt zu derartigen Consequenzen bieten,

und der Bedeutung des Begriffs einer Mannigfaltigkeit von constantem
Kriimmungsmafs) steht die Frage, welehe Griinde das Parallelenaxiom

stiitzen, ob wir dasselbe als absolut gegeben — wie die Einen wollen —-
oder als durch Erfahrung nur approximativ erwiesen — wie die Andern
sagen — betrachten wollen. ... Die Fragestellung ist offenbar eine philo-

sophische, welche die allgemeinsten Grundlagen unserer Erkenntnis betrifft.
Den Mathematiker als solchen interessirt die Fragestellung nicht, und er
wiinscht, dass seine Untersuchungen nicht als abhiangig betrachtet werden
von der Antwort, die man von der einen oder der andern Seite auf diese
Frage geben mag.“ Zur Bestreitung dieser ganzen Auffassung geniigt der
Hinweis auf die obige Erirterung; was den”letzten Punkt derselben betrifft,
80 ist aus dem Fritheren ebenfalls deutlich, dass die mathematischen Unter-
suchungen von einer philosophischen Entscheidung iiber den Sinn der Gil-
tigkeit des Parallelenaxioms nicht abhingig sein koénnen, da vielmehr jene
Entscheidung durch die Resultate dieser Untersnchungen bedingt wird. Wie
tibrigens mit dieser Ansicht Kleins die Behauptung vertraglich ist, dass die
,betreffenden mathematischen Untersuchungen sofort geometrische Verwen-
dung finden wiirden, wenn die Vorstellung der objectiven Realitat einer
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit richtig wire, vermag ich nicht ein-
zusehen. ‘

! Kuein, a. a. O, 8. 42 £
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aber dass die Redeweise von Riemann und Helmholtz einer solchen
Vorstellung entflossen sein solle, dafiir finde ich keine Spur von
Beleg. Liebmann hat zwar ebenfalls berichtet, dass er verba ipsis-
sima von Helmholtz besitze, wonach derselbe es fiir moglich halte,
wdass aufserhalb unseres Bewusstseins vielleicht eine Welt von mehr
als drei Dimensionen existire** Ich wage jedoch, auch diesem Be-
richt iiber eine miindliche Aenfserung allen jenen Unglauben ent-
gegenzusetzen, der mit der Ueberzeugung von der Competenz des
Berichterstatters irgend vertriglich ist. Mir scheint, eine solche
Hypothese sei nicht allein nirgends in den beziiglichen Schriften
von Helmholtz angedeutet, sondern sie widerspreche auch auf das
unzweideutigste sowol seiner empiristischen Raumlehre als auch
dem formalen Empirismus seiner Erkenntnistheorie. I'iir den letz-
teren 1st dies selbstverstindlich; unsere Vorstellung des ebenen
Raumes ist kein Bild einer n-fach ausgedehnten, natiirlich ebenen
Mannigfaltigkeit. Aber auch die Psychologie kann ein solches reales
Ungeheuer nicht zulassen, denn Vorausgese'tzt, es ware vorhanden,
so wire nicht mehr einzusehen, weshalb unsere Anschauung diesen ,
objectiven Verhiltnissen nicht folgen sollte, da die Raumvorstellung,
wenn sie nicht als eine von aller Erfahrung absolut unabhiingige
apriorische oder angeborene Form der FErscheinungen behauptet
werden soll, doch durch die Natur der dulsercn Reize positiv be-
stimmt wird. Zu der Annahme eines subjectiven Unvermogens aber,
den objectiven Einwirkungen an sich mehr als dreifach ausgedehnter
Dinge zu folgen, liegt nicht der geringste psychologische Anlass vor;
tibrigens wiirde dieselbe zu Consequenzen fithren, welche den DPrin-
cipien der Entwicklungstheorie widersprechen, will man nicht die
miifsige Behauptung gelten lassen, dass die Dinge zwar mehrfach
ausgedehnt seien, in ihren Einwirkungen auf uns jedoch keine Noti-
gung liege, mehr als drei Dimensionen auszubilden. Noch weniger
wiirde es natiirlich der Physiologie méglich sein, Griinde fiir die |
Annahme eines vier- oder hundertfach ausgedehnten Raumes zu
finden, da diese mit allen ihren Untersuchungen in den dreifach aus-
gedehnten Raum unserer tatsichlichen Anschauung festgebannt ist.®

1 Man vgl. auch 8. 23 dieser Schrift. -

? Ich vermag deshalb nicht zn verstehen, welche Grimde P. TANNERY
(Revue philos. Novembre 1876) besitzt, eine Auflésung dieses scheinbar me-
taphysischen Problems von der Physiologie zu erwarten.
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Keine Redeweise der Arbeiten von Riemann und Helmholtz kann
also dieser Auffassung entnommen sein, die allen philosophischen
Consequenzen ihrer Theorie so vollkommen zuwiderlauft. ‘

Sind wir demnach durch diese Erdrterungen von der Furcht
befreit, cs seien irgend welche versteckte Beziehungen zum formalen
Empirismus oder zu der letztbesprochenen unbezeichenbaren Vor-
stellungsweise in unserer obigen Erorterung iibergangen worden, so
werden wir auch unbesorgt der Untersuchung entgegensehen kon-
nen, welche uns eine solche Beziechung als eine notwendig anzu-
nehmende kennzeichnen will. Es ist Herr von Hartmann, dessen
Argumentation wir besprechen miissen. In seiner Schrift: Kwi-
tische Grundlegung des transcendentalen Realismus finden sich die
wHErwigungen, welche dem Ding an sich hinsichtlich seines Da-
seins und Wirkens auch Raumlichkeit zuzuschreiben nétigen.** Vor-
ausgesetzt namlich, dass die Welt aulser uns eine gleichzeitige Viel-
heit aufser einander befindlicher Dinge sei, so folgt, wie Herr von
Hartmann annimmt, zunichst, dass ,die dem Raum entsprechende
" Daseinsform® eine continuirliche Grofse sein miisse, da die ,,Mog-
lichkeit der Bewegung festgehalten werden muss, aus welcher nach
den Principien der neucren Naturwissenschaft alle, auch die scheinbar
qualitativen Veréinderungen in den Dingen an sich hervorgehen.”
- Diese continuirliche Grofse nun muss ferner dreifach ausgedehnt
lsein, denn R&ume von einer oder zwel Dimensionen konnen unsere
Sinneswahrnehmungen nicht erkliren, eine vierte Dimension aber
zu den gegebenen drei hinzuzudenken, liegt nicht die geringste No-
tigung vor. KEndlich aber ist es hochst unwahrscheinlich, dass diese
dreifach ausgedehnte Grofse eine andere als unser Raum ist, ,,denn
es 1st auch nicht das Allergeringste ausfindig zu machen, was fiir
den entgegengesetzten Fall sprache, und nicht das Allergeringste,
was gegen eine solche Identitdt spréiche.

Es geniigt zur-Charakterisirung dieser Argumentation, dass wir
die Voraussetzungen cruiren, welche ihren Fortschritt bedingen.
Dem ganzen Beweise liegt der Gedanke zu Grunde, ,dass wir ge-
wisse Merkmale eines hoheren Gattungsbegriffs. festzuhalten haben,
unter welchen die eventuelle Daseinsform ebenso wol fallen miisste,
wie die Anschauungsform des Raumes, wenn nicht wiederum jede

1 v. Harrmann, a. a, 0. 8. 128 f.
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Moéglichkeit aufgegeben werden soll, die Vorginge unserer Wahr-
nehmung als Wirkungen der Dinge an sich zu verstehen.* Wir
konnen diesem Gedanken, der den Zusammenhang zwischen dem
Beweise Herrn ven Hartmanns und der geometrischen Theorie von
Riemann und Helmholtz vermitteln soll, zundichst eine priicisere
Fassung geben und sagen: Wenn wir unsere Wahrnehmungen
als Wirkungen der Dinge verstehen wollen, so miissen wir den For-
men dieser Dinge gewisse Merkmale beilegen, die unserer An-
schauungsform tatsiichlich zukommen. Versuchen wir nunmehy, die
Mittelglieder zu finden, welche Hypothesis und Thesis verbinden.
Unmittelbar folgt aus der Voraussetzung, dass unsere Wahrnehmun-
gen Wirkungen der Dinge an sich sind, nur zweierlei, einerseits,
dass Dinge an sich existiren und auf unsere Seele wirken konnen,
andrerseits, dass unsere Wahrnehmungen als die Producte einer
Wechselwirkung in ibrer Beschaffenheit abhiagig sind sowol von
der Natur der Dinge als von dem Wesen der Seele. Kein Teil die-
ser Wahrnehmungen daher, so schliefsen wir weiter, weder ihre
Materie noch ihre Form, kann einem der beiden Factoren jener
Wechselwirkung fiir sich zukommen; auch der Raum also kann
weder eine Form der Dinge noch eine Form der Seele sein, weil
er eine Form der sinnlichen Vorstellungen ist. Sind demnach unsere
Wahrnehmungen nach Inhalt und Form nur ein Zeichensystem fiir
die Dinge und ihre Bezichungen, so folgt, dass auch alle diejenigen
Vorstellungen, die wir durch ihre Verkniipfung und Trennung bilden
kénnen, vor allem auch die abstracten Begriffe, aus diesem Charak-
ter ihres Fundaments nicht heraustreten kénnen. Hieraus nun aber.
crgiebt sich, dass die Forderung, Merkmale zu bestimmen, welche
der Dasgeinsform der Dinge und der anschaulichen Form unserer
sinnlichen Vorstellungen gemeihsam sind, der Natur unseres Lir-
kennens widerspricht. Die Thesis des Herrn v. Hartmann wider-
spricht also der Hypothesis, durch deren Setzung sie bedingt sein
soll, in der unvereinbarsten IForm. Vorausgesetzt jedoch, dieser
Grundgedanke des Beweisganges sei in sich gerechtfertigt, so sollte
folgen, dass jene Daseinsform eine continuirliche Grifse sein miisse,
da sonst die Moglichkeit der Bewegung der ,an sich seienden Atome® !
aufgehoben werde. Herr von Hartmann fiigt diesem ersten Schluss

1 v. HARTMARN, a. a. O. 8. 91.
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die Beschriinkung hinzu: ,d. h. es muss mindestens ein Analogon
der Bewegung in dem Analogon des Raumes moglich sein. Diese
sorglose Vorsicht kann uns jedoch an dem ecigentlichen Sinn der
Behauptung nicht irre machen. Denn wir wissen, es handelt sich
darum, einen Gattungsbegriff zu finden, unter dem unser Raum und
die entsprechende Daseinsform der Dinge gleicherweise enthalten
ist; es handelt sich also um identische, nicht um analoge Merkmale.
Dazu kommt, dass fir Herrn v. Hartmann die Meinung der materia-
listischen Naturforscher, die wir nach Kant gewohnt sind, fiir den
Gipfel aller Ungereimtheit zu halten, dass ndmlich die Objecte der
Naturwissenschaft die Dinge an sich sind, eine feste erkenntnistheo-
retische Ueberzeugung ist.? Die Daseinsform der Dinge also muss
continuirlich sein, damlt die Dinge an sich, -oder besser die Mole-
keln an sich. bewegt sein konnen. Vergleichen wir hiermit die Con-
sequenzen, zu denen unsere obige Analyse des Hartmannschen Vorder-
satzes filhrt. Wir sahen zuletzt, dass alle die Schlussreihen, auf
welche uns die wissenschaftliche Analyse unserer Wahrnehmungen
bringen kann, das urspriingliche Gebiet dieser Ausgangspunkte nie-
mals verlassen konnen, um etwa zu der Beschaffenheit der Dinge
an sich zu fiilhren. Schon in diesem Ausdruck einer ,,Beschaffen-
heit der Dinge an sich“ liegt der Widersinn einer solchen schein-
baren Moglichkeit angedeutet. Jene wissenschaftliche Analyse nun
zeigt uns, dass wir unsere Wahrnechmungen nicht als die urspriing-
lichen, unmittelbaren Ergebnisse jener Wechselwirkung zwischen
den Vorgingen in den Dingen und unserer psychischen Titigkeit
auffassen diirfen, dass wir vielmehr eine Reihe von Processen vor
denselben einschieben miissen. Diese Processe nun haben sich der
bisherigen Forschung in objectiver Beziehung als Bewegungsph#no-
mene der kleinsten selbstindigen Korperteile, der Atome und Mole-
keln ergeben. Selbstverstandlich also ist nach dem Vorhergehenden,
dass diese Bewegungserscheinungen der Atome, d. i, nach der De-
finition von W. Thomson der ,Teilchen Materie von messbaren
Dimensionen, mit Gestalt, Bewegung und Tatigkeitsgesetzen behaf-
tet, nichts anderes sind, als die vorldufigen Haltepunkte, welche
unsere begriffliche und als solche in erkenntnistheoretischem Sinne
‘natiirlich rein subjective Analyse der Naturerscheinungen, d. 1. der

! v. HarTmany, a. a. O, 8. 70 £, 111 .

Erdmann, Geom, Axiome. 9



Wahrnehmungsobjecte zu setzen genétigt ist. Ebenso selbstver-
stindlich allerdings ist andrerseits, dass diese Bewegungsphino-
mene nicht in demselben Sinne subjectiv sind wie jene Wahrneh-
mungsobjecte; sie constituiren die Weltanschauung, zu welcher unser
Causalitidtsbediirfnis die Interpretation der sinnlichen Erscheinungen
notwendig. hinfilhrt, wihrend das sinnliche Weltbild, das aus der
Synthese der unmittelbaren Wahrnehmungsobjecte entsteht, ledig-
lich praktischen und #sthetischen Bediirfnissen geniigen soll. Hier
betrachten wir unsere Vorstellungen naiv als Eigenschaften der
Dinge, dort suchen wir die Voraussetzungen zu finden, welche uns
diese Vorstellungen als Wirkungen der kleinsten Korperteile ver- -
standlich machen. Darin liegt allerdings ein Cirkel, aber ein sol-
cher, der durch die Natur unseres Erkennens notwendig gemacht .
wird und deshalb durch kein Wissen aufgehob‘éh werden kann, den
wir als transcendente Illusion begreifen miissen. Wir konnen nur
Voraussetzungen suchen wollen, welche unser Erkennen begreiflich
machen, nicht Hypothesen, welche die Natur der Dinge erkennen
lagsen. Hieraus folgt demnach wiederum, dass die Moglichkeit der
Bewegung, die allerdings durch keine Theorie angetastet werden
darf, ohne Beziehung ist auf die Frage, deren Discussion uns vor-
liegt. Herrn v. Hartmanns Forderung verlangt also einerseits we-
niger, als sie verlangen sollte, denn sie bezieht sich lediglich auf
die Verhaltnisse unseres Anschauungsraums; sie beansprucht jedoch
zugleich mehr, als wir 1hr jemals zugestehen konnen, denn sie will
fiir die Daseinsform der Dinge unseren Anschauungsraum, in
dem die Synthese der Empfindungen sich vollzieht, der zugleich die
Beziehungsform der kleinsten Korperteilchen ist. Der folgende Teil
des Beweises ldsst diese Subreption moch deutlicher hervortreten.
Die Daseinsform des Aulsereinander der Dinge kann nicht zweifach
ausgedehnt sein, weil die Verschiebungen der Wahrnehmungsbilder
durch denselben dann nicht erklirt werden konnten; sie kann nicht
vier Dimensionen besitzen, da, wenn ,,die transcendente Beschaffen-
heit der Dinge eine solche vierte Dimension® aufwiese, wir nach
so langer Zeit auch eine Notigung empfinden miissten, ,zar Hilfs-
construction derselben fortzuschreiten, obgleich {ibrigens ,diese
vierte Dimension ecine subtile Frage ist, deren Beweisfilhrung dem
Behauptenden obliegt.* Machen wir uns diesen neuen, wunderbaren
Gedanken recht deutlich. Sein erster Teil besagt: Setzen wir den
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dreifach ausgedchnten ebenen Raum unserer Anschauung als ge-
geben voraus, so kann doch der transcendente Raum, die Daseins-
form der Dinge nicht zwei Dimensionen besitzen, weil derselbe dann
w20 jeder Erklirung von Sinneswahrnehmungen unbrauchbar wire,
da dic Wissenschaft durch den Zwang der Tatsachen dazu gefiihrt
werden miisste, iiber die blofse Fliiche hinauszugehen, durch welche
schon der instinctive oder unbewusste Vorstellungsprocess beim
Wahrnchmen gezwungen wurde, iiber die zuniichst gegebene Fliche
zur dritten Dimension hinauszugehen, um sich bei gewissen Ver-
anderungen und Verschiebungen der Wahrnehmungsbilder verniinf-
tiger Weise entsprechende Vorgiinge in den Dingen an sich denken
zu konnen In der Tat, gegen eine solche Auffassung lasst sich
nicht streiten; man muss keinen Sinn fiir den Satz vom Widerspruch
haben, um sie denken zu kénnen. Zeigt der erste Teil dieser Be-
hauptung demnach, dass es keine undenkbaren Gedanken giebt, so
beweist der zweite, dass auch die zutreffendsten Gedanken durch
‘die Berithrung mit derartigen Vorstellungsgruppen angekrinkelt
werden. Denn entkleiden wir das Argument Herrn v. Hartmanns
seines naiven Sensualismus, so bleibt die berechtigte Bemerkung
zuriick, dass unser Raum ein vierfach ausgedehnter werden miisste,
falls irgend welche Verhiltnisse in den Dingen zu einer solchen
* Ausbildung der Anschauung antreiben wiirden. KEs ist nach alle-
~dem erklérlich, dass Herr v. Hartmann iiber die Malsbeziehungen
‘unseres Raumes, d. h. iiber seine Ebenheit, die zu einer gegriindeten
skeptischen Vorsicht Anlass giebt, und iiberdies die vorldufig allein
berechtigten Anhaltepunkte fiir mechanische Consequenzen bietet,
die vortrefflich zu¥gllerhand Conceptionen iiber die Beschaffenheit
der Dinge von dem Speculationsbediirftigen verwendet werden konn-
ten, mit vollem Stillschweigen hinweggeht. Denn seine letzte Schluss-
folgerung behandelt nur die iiberdies ohne alle Précision gestelite
Frage, ob der Raum der Dinge nicht trotz seiner erwiesenen Con-
tinuitdt und dreifachen Ausgedehntheit dem Anschauungsraum der
sinnlichen Objecte sehr undhnlich sei. Dass Herr v. Hartmann diese
Frage in erkenntnistheoretischer Beziehung mit der Bemerkung ab-
fertigt, dass nichts fiir die Nichtiibereinstimmung und nichts gegen
die Uebereinstimmung beider Formen spreche, kann uns kein Wunder
nehmen. Fechner hat offenbar zur Charakterisirung solcher Beweis-
fithrungen den Schluss vorher erfunden, durch den er lange vor der
9*
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Veroffentlichung der neuen geometrischen Theorien als Dr. Mises
die Moglichkeit ciner vierten Dimension mit feinem Spott erwiesen
hat: ,,Soll etwa die Welt nicht iiber drei zihlen kénnen? KEs ist
atich nicht der allergeringste Grund da, warum sie bei drei auf-
horen sollte; und so schlielse ich nach dem Gesetz des zureichenden
Grundes, dass sie wirklich nicht dabei aufhort.«

Diese Analyse des Hartmannschen Beweises, welche leider aus-
filhrlich werden musste, da derselbe den Schein einer hegriindeten
erkenntnistheoretischen Ueberzeugung zu erwecken vermag, beweist
wiederum, dass auch hier die Beziehung zu der allgemeinen Geo-
metrie nicht aus dem Wesen der letzteren entspringt. Die einzigen
Merkmale unseres Raumes, welche fiir denselben tatsdchlich benutzt
werden, die Continuitdt und die Ansdehnung nach drei Dimensionen,
sind gerade diejenigen, welche als sichere Kigentiimlichkeiten un-
serer Anschauung lange erkannt waren, diese aber werden iiberdies
in ciner Weise verwendet, die nicht von ihrer besonderen Natur,
sondern von der allgemeinen Beschaffenheit der erkenntnistheore-
tischen Ansichten Herrn v. Hartmanns abhingig ist. Es ist eben
nur ein Schmuck, der den diirren Beweisgang weniger deutlich
hervortreten lisst. Unser Ergebnis, dass die Resultate der allge-
meinen Geometrie anf die besonderen Formen des Empirismus der
Erkenntnistheorie ohne Einfluss sind, bleibt unveridndert bestehen.!

Wir diirfen deshalb zu den Consequenzen iibergchen, die fiir
die logische Seite des Raumproblems resultiren. Da wir genotigt
waren, dieselben bereits am Beginn der Untersuchung vorwegzu-
nehmen 2, so konnen wir uns hier auf den Nachweis beschrinken,

1 Ich habe oben nur diejenigen der mir bekannt gewordenen Einwirfe
gegen resp. Folgerungen aus der geometrischen Theorie von Riemann und
Helmholtz kritisch erdrtert, die mir allgemein charakteristisch zu sein schei-
nen. Auf die Kinwendungen, welche Scamirz-Dovmost in seiner Sehrift:
Zeit und Roum in ihren denknotwendigen Bestimmungen abgeleitet aus dem
Satze des Widerspruchs (1. Leipzig 1875.) und in seiner ncuesten Abhand-
lung tiber die Bedeutung der Pangeometrie (Leipzig 1877.) erhoben hat, bin
ich nicht niher eingegangen, weil dieselben, soweit sie meines Krachtens
zutreffend sind, gegen eine Auffassungsweise polemisiren, die weder in Rie-
manns noch in Helmholtz’ Arbeiten enthalten ist. Diejenigen Bedenken aber,
welche aus seiner Aunffassung des Raums entspringen, sind hinfillig, wenn die
obigen Ausfithrungen auch nur in ihrem allgemeinsten Gedanken zutreffend sind.

2 Vgl S. 41 ff. dieser Schrift.
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dass dic dort unabhiingig von den jetzt gewonnenen Ergebnissen
aufgestellten Ansichten auch von den nunmehr erhaltenen Gesichts-
punkten aus bestidtigt werden. Die Lehre zunichst, dass die Raum-
vorstellung uns als Raumanschauung gegeben ist, wird durch die
Theoreme der allgemeinen Geometrie nicht beriihrt; dieselbe fordert
dagegen, dass ein Grofsenbegriff vom Raume gebildet werde. Diesen
Grofsenbegriff nun haben wir genau auf demselben Wege entwickelt,
der alle unsere Begrifishildung leitet, wenn sie im bewussten Denk-
process vollzogen wird: wir haben den Gattungsbegriff bestimmt,
dem er subsumirt werden muss, sodann die Reihe der Artbegriffe
wenigstens angedeutet, die diesen Gattungsbegriff determiniren, und
endlich diejenigen Artbegriffe genauer besprochen, die unserem
 Grofsenbegriff coordinirt sind. So gelangten wir zu einer festen
Definition desselben. In einem einzigen Punkte war unsere Unter-
suchung von den iiblichen Deductionen dieser Art unterschieden,
aber diesen Punkt hatte unsere Darstellung mit den Erirterungen
aller entsprechenden mathematischen Begriffe gemein. Der allge-
‘meinste Gattungsbegriff nimlich, zu dem wir gelangten, der Begriff
einer n-fach bestimmten Mannigfaltigkeit iiberhaupt, ist kein hoch-
ster Begriff in dem Sinne der gewéhnlichen logischen Forderungen.
Jene Bogriffe entstchen durch die Abstraction von immer neuen
- Merkmalcen, dieser Begriff ging aus der unbestimmten Erweiterung
eines besonderen Merkmals hervor., Darin liegt aber kein Wider-
spruch gegen die logische Theorie, sondern eine Modification der-
selben, dic durch cine in der allgemeinen Erérterung der logischen
Wissenschaft nicht einbegriffene Anwendung auf dic eigenartige
Natur des Zahlbeggdfs erforderlich wird, dessen gleichartige Syn-
thesis eine solche KErweiterung moglich macht. Charakteristisch
dabei ist, dass sie nur ins unbestimmte, nicht ins unendliche gestei-
gert werden kann, da der Begriff des Unendlichgrofsen nicht den
allgemeinsten sondern lediglich einen bestimmten Grenzfall bezeich-
net, der nur beziehungsweise gesetzt werden kann. FEigenartig da-
gegen war die Bildung des Raumbegriffs, zu dem wir diesen Grofsen-
begriff dadurch umformten, dass wir seine Merkmale auf den Inhalt
der uns gegebenen Anschauung iibertrugen. Diese Besonderheit
des Weges wird jedoch dadurch erfordert, dass die anschauliche
Grundlage dieser ganzen Begriffssysteme in eigentiimlicher Weise
von den sonstigen Fundamenten unserer begrifflichen Entwicklungen
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abweicht. Das Begriffssystem z B., dessen Aufstellung die Aufgabe
der botanischen und zoologischen Wissenschaften hildet, ordnet eine
grofse Anzahl anschaulich gleichmilsig gegebener und insofern an-
- schaulich coordinirter Objecte derartig zusammen, dass jedem ein-
zelnen derselben nach der Natur sciner spezifischen Merkmale und
dem Zusammenhang derselben mit den iibrigen eine bestimmte Stel-
lung zu allen anderen angewiesen werden kann; imt_i die Ueber-
zeugung, dass alle diese Objecte ohne jede Ausnahme durch all-
~méhliche Variation der einfachsten entstanden sind, dass also sehr
viele Uebergangsstufen zwischen den einzelnen vorhanden sein miis-
sen, kann sogar da, wo jenc Bindeglieder uns in den #dlteren Erd-
schichten nicht aufbewahrt sind, in manchen Fillen dazu fiihren,
die fehlenden Objecte anschaulich aus den vorhandenen und auf-
gefundenen zu reconstruiren. Dieselbe Ableitung gilt in entsprechen-
der Weise auch fiir die formalen Naturwissenschaften, die Physik
und die Chemie, obschon der bisherige Stand unserer Kenntnisse
uns nicht berechtigt, die lichtvolle Hypothese Darwins auch fiir
diese Wissenszweige zur Geltung zu bringen, da die von uns bis
jetzt entdeckten Naturgesetze selbst als die Grundlagen aller Eot-
wicklung nicht ebenfalls als entwicklungsfihig angesehen werden
diirfen. Anders verhilt sich dies mit dem Begriffssystem der all-
gemeinen Geometrie. Hier ist uns nur eine einzige, allgemeine An-
schauung, die unseres Raumes, unmittelbar gegeben; eine begriff-
liche FEntwicklung derselben kann daher nur mittelbar erfolgen.
~ Wie wir oben gesehen haben, wird eine solche dadurch moglich, dass
sich erstens aus jener Anschamung heraus geometrisch ein System
- von Malfsbeziehungen anschaulich eruiven lisst, welches trotz aller
(Gleichartigkeit seiner Formen doch ebenfalls unendlicher Variation
fihig ist, und dass zweitens diese Malfsbeziehungen sich als Grolsen-.
begriffe auch. rein analytisch definiren lassen. Denn die Gleich- -
- artigkeit jener Formen mit der allgemeinen Anschauung macht nicht
nur moglich, die Grundbegriffe ihrer Mafsbestimmungen auf jene.
Anschauung selbst zu iibertragen, sondern auch gemifs den Ge-
setzen, die ihrer eigenen Entstehung zu Grunde liegen, so zu er-
weitern, dass das urspriingliche System zum Spezialfall wird. Diese
Entwicklung nun fithrt zugleich zu einem Ergebnis, welches zeigt,
dass wir trotz des rein begriftlichen, abstracten Charakters des Systems
doch das Recht haben, nicht blofs den Grofsenbegriff unseres Rau-
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mes, sondern auch einen Raumbegrift zu bilden, d. h. also die ana-
lytischen Merkmale des ersteren anschaulich zu interpretiren. Da
namlich die Grundlagen unserer Malsbestimmungen empirischer
Natur sind, so folgt, dass wir auch im Stande sein miissen, die an-
~ schaulichen Vorstellungen, die ein pseudosphirischer oder sphi-
rischer Raum bieten wiirde, gemils den Gesefzen unserer tatsich-
Jichen Wahrnehmungen zu entwickeln. Dadurch wird zwar die
Einzigartigkeit unserer Raumanschauung selbst nicht aufgehoben,
denn die allgemeine Anschauung eines pseudosphirischen oder sphi-
rischen Raumes mit bestimmtem Kriimmungsmals vermogen wir
nicht zu concipiren; aber jene Einzigartigkeit hort auf, eine absolute
zu sein, sofern wir gleichartige Teile jener Rdume anschaulich fixi-
ren und mit den Malfsheziehungen der Teilvorstellungen unseres
Raumes vergleichen kounnen. Die Begriffe jener Riume dagegen
lassen sich mit all’ jener Klarheit und Deutlichkeit bilden, welche
.die discursive Natur der begrifflichen Erkenntnis iiberhaupt zu-
lasst. Deshalb baben wir das Recht, auch von einem Raumbegriff
zu sprechen. Zugleich aber wird deutlich, weshalb wir denselben
nicht unmittelbar bilden kénnen, sondern den Umweg durch den
Grofsenbegriff machen miissen. Die unbedingte GewGhnung an die
besondere Natur unseres Raumes, die sehr frith schon beginnt und
Afester wird als fast alle die {ibrigen Gewdhnungen unserer psychi-
schen Thtigkeit, hat den Erfolg, dass wir weder jene anschaulichen
Teilvorstellungen der krummen Réume noch die allgemeinen Be-
griffo derselben anders als unter der Anleitung der analytischen
Entwicklung abzuleiten vermogen. Diese GewShnung iibrigens ist
es auch, welche zu@-chst und zumeist daza beigetragen hat, den
neuen Fortschritt der geometrischen Wissenschaft fiir die Gegen-
wart aufzusparen; dieselbe macht es auch den neuen Resultaten so
schwer, sich allgemeinen Eingang und volles Verstdndnis zu ver-
schaffen.

~ Es wird deshalb zweckmifsig sein, die.bisher erhaltenen Re-
sultate in eine allgemeine Theorie der Geometrie zusammenzufassen.




VIERTES CAPITEL

GRUNDZUGE EINER THEORIE DER GEOMETRIF.

Unsere letzte Aufgabe ist es demnach, zu untersuchen, zu
welcher Auffassung des Wesens der geometrischen Wissenschaft
itberhaupt die bisher besprochenen philosophischen Consequenzen |
der mathematischen Raumtheorie hinleiten. Erst diese Besprechung
wird dazu fiihren, die zweite der im Eingang unserer Erﬁrterunéen
aufgeworfenen Fragen, das philosophische Problem des Axiomen-
systems !, im Zusammenhange zu beantworten. Auch ein solcher
Einfluss allerdings ist der geometrischen Theorie abgestritten wor-
den, und zwar von einem Mathematiker, der die Bedeutung der-
selben fiir die Feststellung des Axiomensystems in vollem Mafse
anerkennt. Baltzer behauptet in der Vorrede zu seiner Geometrie 2:
+Wenn man die Axiome der Geometrie als Hypothesen oder als
Tatsachen auffasst, auf welche die Geometrie gegriindet ist, so ist
man weit entfernt, die Geometrie als hypothetisch oder als empirisch
hinzustellen; man bezweifelt damit nicht die Richtigkeit der Geo-
metrie und man behauptet nicht, dass ein Satz derselben durch
Versuche und Beobachtungen erschiittert werden konnte. Dass
jedoch die Ueberzeugung von der empirischen, hypothetischen Natur
der Axiome die allgemeine Ansicht von der Stellung der Geometrie
~unter den iibrigen Wissenschaften sehr bestimmt beecinflusst, wird -
schon durch den Hinweis auf die Geschichte der philosophischen

1 Vgl 8. 15 ff. dieser Schrift.
* Baurzer, Elemente der Mathematik. 4. Aufl. Leipzig 1874, Bd. IL
YVorrede. _
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Theorie der Mathematik bezeugt. Die folgenden Erorterungen sol-
len iiberdies zeigen, dass die empiristische oder rationalistische Auf-
fassung der Axiome sogar von fundamentaler Bedeutung fiir die
allgemeine Lehre von dem Wesen der Geometrie ist, sofern sie den
zweiten fiir diese Lehre malsgebenden Punkt, die Ansicht von der
Beschaffenheit der Constructionsbegriffe, auf das unzweideutigste
mitbestimmt. KEs lisst sich sogar behaupten, dass auch die allge-
meine Theorie der Mathematik iiberhaupt mit der besonderen Lehre
von den geometrischen Axiomen so eng verbunden ist, dass die eine
durch dic andere in ihren wesentlichen Elementen gegeben ist: Da
auch dieser Nachweis im Folgenden an einem wichtigen Punkt ver-
sucht werden soll, so sei von vornherein bemerkt, ‘dass die ent-
wickelte Theorie der Geometrie zugleich den Anspruch erhebt, in
der Hauptsache auch fiir die Mathematik iiberhaupt giltig zu sein.

Da die besondere Beschaffenheit einer jeden Wissenschaft be-
- dingt ist cinerseits durch die Natur ihres Gegenstandes andrer-
seits durch die Art ihrer Methode, so werden wir diejenige Bestim-
mung dieser beiden Begriffe zum Ausgangspunkte nehmen, die uns
durch die bisherigen Ergebnisse unserer Untersuchung schon ge-
geben ist. | B

Wir haben die Geometrie oben definirt als die Wissenschaft
von den Malsbeziehungen unseres Raumes. Der Begriff ihres Gegen-
standes wird demnach bestimmt sein, wenn erstens der Malsstab
angegeben wird, den sie zu ithren Vergleichungen braucht, und zwei-
tens nachgewiesen wird, welches die Einheiten sind, auf die jener
Mafsstab bezogen werden kann. Elementare Mafsstibe besitzt die
Geometrie, wie frigger gezeigt, nur cinen einzigen: die gerade
Linie; alle anderen Mafsstibe, z B. der rechte Winkel oder das
Quadrat als Flicheneinheit, lassen sich auf diesen eined zuriick-
filhren. Die Malfsstibe der Geomeotrie sind demnach, allgemein ge-
nommen, die Constructionshegriffe derselben. Die Einheiten dagegen,
die den besonderen Inhalt jener Malsstiibe ausmachen, liegen in den
Axiomen, die unseren Raum als cine dreifach ausgedehnte congruente
und ebene Mannigfaltigkeit charakterisiren. Die Frage nach dem
Gegenstand der Geometrie reducirt sich somit auf die Frage nach
dem Wesen ihrer elementarsten Axiome und Definitionen. Diese
Vereinfachung der Problemstellung gilt nicht fiir die Geometrie
allein; sie kommt auch allen denjenigen Disciplinen zu, die sich
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mit der Geometrie in den Begriff der reinen Mathematik vereinigen
lassen, der Arithmetik nfimlich und der Algebra. Die erstere ist
analog der Geometrie die Wissenschaft von den Gleichheitsheziehun-
gen der Zahlen; auch ihr Gegenstand lésst sich deshalb, obwol das
Vergleichen. in ihr in Folge des Gegensatzes der continuirlichen
Raumgrofsen zu der fiir sich d. h. vor ihrer Uebertragung auf den
Zeithegriff discreten Zahlgrolse ein andersgeartetes ist, auf eine be-
grenzte Anzahl elementarer Definitionen und Axiome zuriickfiihren,
/Dass eben dasselbe auch in der Algebra stattfindet, wird schon
daraus deutlich, dass sich die Geometrie wie die Arithmetik als
spezielle I'alle aus derselben herleiten lassen, sofern in ihnen die
‘verschiedenartigen logisch gleich moglichen Formen der stetigen
und discreten Grofsen durch besondere urspriinglich gegebene Be-
dingungen ‘nither begrenzt sind. Die algebraischen Axiome und
Definitionen der Grofsengleichheit bilden deshalb das gemeinsame
Fundament auch jener beiden speziellen Wissenschaften. Die Frage
nach dem Wesen der Axiome und Definitionen der Geometrie ist
demnach dem allgemeineren Problem nach den Grundlagen ‘der rei-
nen Mathematik vollkommen analog. Dass diese Gleichartigkeit auch
in materieller Hinsicht vorhanden ist, wird deutlich, sobald wir
darauf achten, in welchem gemeinsamen Gegensatz dieses axioma-
tische und definitionelle Fundament der reinen Mathematik gegen
die Grundbegriffe der iibrigen Wissenschaften steht. Nehmen wir
als Beispiel die Grundbegriffe einer philosophischen Wissenschaft,
etwa der Psychologie. Diese, z. B. die.allgemeinen Begriffe des
Denkens, Fiihlens und Wollens, der allgemeine Begriff der psychi-
schen Titigkeit und andere sind, trotzdem sie im eigentlichsten
Sinne als Grundbegriffe betrachtet werden miissen, da sie bei der
Auffagsung und Losung jedes besonderen Problems mitwirken, den~
noch, je allgemeiner desto mehr, die schwierigsten, dunkelsten Be--
griffe, die letzten Probleme der Wissenschaft. Die Geschichte der
Psychologie zeigt, ein wie hoher Abstractionsgrad dazu gehorte, sie
iberhaupt zu concipiren; der Begriff der psychischen Titigkeit in
unserem Sinne z. B. ist, wie bekannt, der Psychologie der griechi-
schen Denker noch vollstindig fremd, erst durch Cartesius’ Tren-
nung der geistigen und ausgedehnten Substanz entstanden und erst
durch Leibniz’ Auflésung der Bewegungsvorginge in die geistigen
Vorginge der Monadenwelt ndber entwickelt worden. Die Grund-
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begriffe der Geometrie dagegen sind die einfachsten, selbstverstind-
lichsten Abstractionen ihres Gebiets, deren systematische Aufzihlung
zu den frithesten Errungenschaften des geometrischen Denkens ge-
hort. Jene Grundbegriffe der iibrigen Wissenschaften gehoren fer-
ner, wic aus ihrer schwankenden Stellung sofort folgt, zu den am
meisten veridnderlichen Begriffen derselben; ihrem Inhalt wie ibrer
Form nach haben sich die allgemeinsten Vorstellungen iiber das
Wesen der Secle von Epoche zu Epoche umgestaltet und noch heute
sind sie so wenig gesichert, dass eine wesentliche Erweiterung und
Vertiefung derselbon nichts weniger als ausgeschlossen ist. In
schneidigem Gegensatz hierzu befindet sich das Fundament der
Geometric und der reinen Mathematik iiberhaupt. Keite der mannig-
fachen mathematischen und philosophischen Streitigkeiten, die um
dasselbe erregt worden sind, hat ihren Inhalt veriindert, etwa Merk-
male zu Tage gefordert, die zu einer Aenderung irgend einer bereits
erworbenen Losung selbst des speziellsten Problems hiitten fiihren
konnen. Keine der vielfachen Erweiterungen ferner, die dem eukli-
dischen System zugefiigt worden sind, hat es notwendig gemacht,
auch nur cine einzige der frither gebrauchten Voraussetzungen auf-
zugeben. Nicht einc der unzidhligen theoretischen und praktischen
Anwendungen -derselben endlich hat zu dem Resultat gefiihrt, dass
~eins der Axiome oder eine der Definitionen ungehérig sei, absurde
oder empirisch falsche Consequenzen erzeuge, so dass wir in Wirk-
lichkeit dahin gelangt waren, die Krscheinungen der Korperwelt
gar nicht mehr daranf hin zu untersuchen, dass sie zu ciner Cor-
rection der geometrischen L Orundlagen Anlass geben konnten. Und
selbst seitdem eine solche Moglichkeit verstindlich geworden ist,
hat doch nichts bis jetzt zu der Vermutung berechtigt, dass eine
solche Correctur einmal erforderlich sein werde. In engstem Zu-
sammenhang hiermit steht die Geltung der mathematischen Grund-
begriffe. Sie sind von den Anhingern rationalistischer Theorien
immer als das Vorbild unbedingt allgemeiner und notwendiger Er-
kenntnisse angesehen worden, und selbst die entschiedensten Em-
piristen haben sich der Anerkennung nicht verschlielsen konnen,
dass ihnen jene Pridicate in einer Weise zukommen, die sie vor
den allgemeinen Erkenntnissen aller iibrigen Wissenschaften in eine
weitaus bevorzugte Stellung bringt. |
Nicht minder deutlich als diese Verschiedenheit des Gegen-
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standes ist der Gegensatz der Methode der Mathematik gegen dic
Methode der anderen Forschungsgebiete. Wenn auch nicht bezwei-
felt werden kann, dass die Induction sowol fiir die Auffindung der
Probleme als auch fiir die nicht seltenen Fille einer Vorwegnahme
der Losung vor dem Auffinden des strengen Beweises auch in det
Mathematik von grofser Bedeutung ist, wie dies Gauss z. B. fiir das
Gebiet der Zahlentheorie oft genug betont hat, so ist doch andrer-
seits ebenso sicher, dass die Deduction!® die Form jedes mathema-
tischen Beweises ist und dass dieselbe in ihnen mit einer Strenge
zur Anwendung kommt, die ohne Gleichen ist. Dadurch ist die
Mathematik allerdings nur von den Disciplinen geschieden, die wir
jetzt gewohnt sind, als inductive zu betrachten, den formalen und ma-
terialen Naturwissenschaften, sowie den geschichtlichen Geistes-
wissenschaften. Jedoch Selbst wenn die formale Grundwissenschaft
der Philosophie, die Psychologie, an irgend einem Punkte zu we-
sentlich deductiver Untersuchung Anlass geben konnte, wie dies bei
den normativen philosophischen Doctrinen, der Logik, Erkenntnis-
theorie, Ethik und Aesthetik in gewissem Sinne allerdings der Fall
ist, so wiirde doch immer noch ein tiefgreifender Unterschied zwi-
schen der philsosophischen und mathematischen Deduction bestehen
bleiben. Denn dass es moglich sei, die allmihliche Beschrinkung
der Ausgangsgebiete in den normativen philosophischen Wissen-
schaften, die kurzweg als deductive bezeichnet werden mogen, auf
rein apriorischem Wege durch Hinzunahme rein apriorischer Be-
griffe und Anschauungen zu vollziehen, ist eine Ansicht, deren Be-
rechtigung durch das Vorurteil Kants nur so lange zugestanden
werden konnte, als seine verhiingnisvolle Abweisung der Psychologie
in Kraft blieb. Sie ist durch das Schicksal der idealistisch-rationa-
listischen Philosophie nach Kant gerichtet. Die mathematische De-
duction dagegen ist, wie auch die empiristische Theorie nicht leug-
nen kann, von jeder besonderen Erfahrung bei dem Fortschritt ihrer
Entwicklungen des einmal gegebenen Axiomensystems vollstindig
unabhiingig, trotzdem sie in unvergleichlich hoherem Grade als jede
andere Wissenschaft mit den Ergebnissen der Erfahrung iiberein- °
stimmt, da nicht sie durch die Erfahring, sondern bisher die Er-

! Ich setze als erwiesen voraus, dass kein Syllogismus ohne Induetion
moglich ist. ‘ '
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fahrung iiberall durch sie corrigirt worden ist. Selbst fiir den Ra-
tionalismus, der eine Gleichartigkeit einzelner oder aller philoso-
phischen Disciplinen mit den Doctrinen der reinen Mathematik be-
haupten wollte, wiirde dieser Gegensatz insofern bestehen bleiben,
als jene vermeintlich absolut apriorische Methode bisher nie zu dem
Resultat einer allgemeinen, allem Fortschritt der Erfahrung iiber-
legenen Einstimmigkeit gefiilhrt hat, wihrend dieselbe den geome-
trischen Theoremen stets zu Teil geworden ist.

Das allgemeine Problem von dem Wesen der Geometrie resp.
der reinen Mathematik reducirt sich demmnach auf zwei Fragen.
Die erste lautet: In welchem Sinne kommen den Axiomen und
Definitionen der Geometrie die Pridicate der Einfachheit, der Un-
veranderlichkeit, der Allgemeinheit und Notwendigkeit zu? Die
zweite will wissen: Wie erklirt sich der Gegensatz der deductiven
Methode der Geometrie gegen die inductive resp. deductive Methode
der iibrigen Wissenschaften?
| Die erste dieser Fragen gliedert sich in dreifacher Weise; denn
sie ist vollstindig erst gelist, wenn die Eigenart der geometrischen
Grundlage sowel an den Axiomen der Raumvorstellung, wie an den
Definitionen der Constructionshegriffe und den Axiomen der Grofsen-
gleichheit, die aus der allgemeinen Grofsenwissenschaft hinzukom-
" men, erklirt worden ist. |

Den Eingang in diese Untersuchung moge eine Betrachtung
vermitteln, welche das Verhiltnis der eigentlich geometrischen
Grundlage, der Axiome und Definitionen der Raumvorstellung zu
der Gesammtnatur dieger Vorstellung begrifflich fest zu bestimmen
erlaubt. An frithercr S’Eelle haben wir die Pridicate unserer Raum-
vorstellung gemils der bereits von Riemann angegebenen Unter-
scheidung zerlegt in solche, welche die Ausdehnungsverhiltnisse,
und in solche, welche die Malsbeziehungen derselben betreffen.
Diese Teilung konnen wir nunmehr, gestiitzt auf Andeutungen, die
besonders in dem letzten -Vortrage von Helmholtz vorhanden sind,
einer zweiten subordiniren. Die rationalistischen Raumtheorien
 haben ausnahmslos behauptet, dass die Raumvorstellung, die der
Geometrie zu Grunde liege, rein formaler Natur sei, etwa wie bei
Kant, der diese Ansicht am schiarfsten zum Ausdruck gebracht hat,
die reine Form unserer #ufseren Anschauung sei. Denn wenn der-
selbe auch, besonders in der zweiten Auflage der Kritik der reinen
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Vernunft, den Raum als blofse Form der Anschauung von dem
Raum, sofern er als Gegenstand vorgestellt wird, sorgfaltig unter-
scheidet, so soll doch das, was die concrete Vorstellung mehr ent-
hilt, lediglich die synthetische Verbindung des Mannigfaltigen a
priori zur Einheit der Apperception sein, so dass der apriorisch
formale Charakter des Inhalts gewahrt bleibt. Auch -die empiristi-
schen Theorien sind bisher zu keiner schirferen Trennung der ver-
schiedenartigen Bestandteile unserer Raumvorstellung gelangt. Die
obigen Ausfilhrungen dagegen setzen uns in den Stand, auch an
der Raumvorstellung jene Scheidung von Inhalt und Form, die fir"
jede einzelne Vorstellung notwendig ist, bestimmt zu vollziehen.
Unter der Form der Vorstellungen verstehen wir dabei in allgemei-
nerem Sinne als Kant lediglich die Art der Ordnung des Vorstel-
lungsinhalts; als den Inhalt derselben bestimmen wir dagegen, eben-
- falls in weiterer Fassung als Kant, das Mannigfaltige, das in jener
Form geordnet ist. Hinsichtlich der Form also sehen wir davon
ab, ob resp. in wie weit sie als Tatigkeit gedacht werden soll, d. h.
als dasjenige, welches macht, dass das Mannigfaltige geordnet
“werden kann, und wir lassen es ebenso unbestimmt, ob dieselbe,
wenn sie auch selbstverstéindlich nicht jenes Mannigfaltige selbst
sein kann, nicht doch wenigstens von diesem Stoff abhingig ist.
Dementsprechend beschrinken wir das Mannigfaltige nicht auf die
Empfindung als solche, sondern beziehen es auf jede Gruppe von
Merkmalen, die sich als geordnet ansehen ldsst. Wenn wir diese
Abstractionen auf die Raumvorstellung iibertragen, so folgt, dass
wir als Form des Raumes diejenigen Merkmale desselben bezeich-
nen konnen, welche allen Ausdehnungs- und Malsverhiltnissen der
Ausgedehntheiten gleicherweise zu Grunde liegen, also sowol den
Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen als auch den
verschiedenen Arten einer und derselben Ausgedehntheit, etwa den
sphéirischen, pseudosphérischen und der ebenen in derselben Weise
zukommen. Denn diese Merkmale, die wir kurz unter dem Aus-
druck einer Reithenform des Aulsereinander begreifen konnen, ;
bedingen in allgemeinster Weise die Ordnung des rAumlichen Mannig-
faltigen gegentiber der Ordnung der anderen stetigen, mehrfach
bestimmten Mannigfaltigkeiten. Wol zu unterscheiden von dieser
blofsen Form des Aufsereinander sind die Ausdehnungs- und Mafs-
beziehungen, welche ihr einen bestimmten Inhalt geben, fiir unseren
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Raum also die Dreizahl der Dimensionen und die Ebenheit der
Malfsverhiltnisse. Hieraus nun ergiebt sich, dass die Axiome und
Definitionen der Raumvorstellung, welche die Ausgangspunkte der
geometrischen Untersuchung bilden, den Inhalt derselben betreffen,
die Geometrie demnach genauer als die Wissenschaft von dem In-
halt unserer Raumvorstellung anzusehen ist.

Es ist jedoch wol zu beachten, dass diese Unterscheidung zwi-
schen Inhalt und Form durchaus nicht wie bei Kant zu dem Gegen-
satz des Empirischen und absolut Apriorischen hinleiten soll. Sie
will nicht psychologischer oder erkenntnistheoretischer, sondern
logischer Natur sein?; sie behauptet nicht einen realen (regensatz
der Entstehungsweise, sondern nur die Moglichkeit eines abstracten
“Auseinanderhaltens der einzelnen Priidicate. Auch hier allerdings
ist der Gegensatz des Apriorischen und Empirischen anwendbar,
jedoch auch hier zeigt sich, dass er nur in dem frither besproche-
nen Sinne einer verschiedenartigen Beziehung, die Inhalt wie Form
‘der Vorstellungen in gleicher Weise betrifft, aufgefasst werden kann.
Es geniige darauf hinzuweisen, dass jede empiristische Raumtheorie
die Erzeugung der dritten Dimension in einen Act der psychischen
Thtigkeit verlegen muss, dass aber auch keine der nativistischen
Theorien mehr behaupten kann, diese Erzeugung sei von den dulse-
ren Reizen und der durch sie erzeugten Differenz der correspon-
-direnden Netzhautbilder ginzlich unabhangig. Eine andere Frage
ist, ob sich erkenntnistheoretische Consequenzen aus dieser Schei-
dung von Inhalt und Form ergeben; dariiber aber werden wir erst
. an spaterer Stelle ents'he.iden konnen. Hier geniigt uns daran, jene
wesentliche methodologische Consequenz hervorzuheben, welche die
- vom Rationalismus immer behauptete Ausnahmestellung der geo-
metrischen Axiome und Definitionen vor den Grundbegriffen der
iibrigen Wissenschaften zum Teile aufhebt. Denn der scheinbar
rein formale Charakter der ersteren hat fast immer ein Beweismittel
dafiir liefern miissen, dass sie absolut apriorischer Natur seien.
Jedoch dieses Argument wird durch den Nachweis, dass auch die
Raumvorstellung Inhalt und Form erkennen lisst, und dass die

1 Sie ist nicht in die Erdrterung der logischen Consequenzen hinein-
-gezogen worden, weil ihre Bedeutung fiir die Geometrie hier deutlicher zum

Vorschein kommt.
o
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Grundbegriffe der Geometrie sich auf den ersteren bezichen, nur
beseitigt, nicht in sein Gegenteil verwandelt. KEs ist daher nur
wahrscheinlich geworden, dass die rationalistische Auffassung der
Geometrie den Tatsachen nicht gerecht wird; eine definitive Ent-
scheidung wird erst durch die speziellere Untersuchung der drei
verschiedenartigen Klassen von Grundbegriffen moglich werden.

Was zunichst die Axiome der Raumvorstellung betrifft, so
folgt aus den oben entwickelten psychologischen Consequenzen der
geometrischen Theorie sofort, jdass dieselben nicht rationale Fr-
kenntnisse sein konnen. Es ist jedoch notwendig, jene Beweisgriinde
fir die einzelnen Axiome noch in doppelter Hinsicht zu priifen, da
wir ebenso sehr der von Seiten der Mathematiker mehrfach erfolg-
ten Ueberschitzung derselben entgegentreten, als die rationalisti-
schen Versuche abwehren miissen, dieselben ihrem Begriffssystem
entsprechend umzudeuten. ‘ |

Die empirische Natur des ersten Axioms von der dreifachen
Ausdehnung des Raumes ist, wie friiher angedeutet, keine unmittel-
bare Folge der geometrischen Raumlehre. Denn da diese nur zeigt,
dass die Dreizahl der Dimensionen nicht die einzig mogliche, viel-
mehr ein spezieller Fall ist, so bleibt nicht blofs unentschieden, ob
wir es hier mit einer Tatsache der #ulseren oder inneren Erfahrung
zu tun haben, sondern auch ganz unbestimmt, ob es iiberhaupt eine
Erfahrungstatsache oder etwa eine reine Bewusstseinsform sei, die
wie sie absolut a priori erzeugt sein wiirde, so wol auch rein a priori-
zum Bewusstsein kommen konnte. Die mathematische Lehre kann
daher in diesem Fall nur dazu dienen, die empiristische Raumtheorie
der Psychologie zu bestdtigen, sofern sie den mannigfachen ratio-
nalistischen Scheinbeweisen von der begrifflichen Notwendigkeit
der drei Dimensionen entgegentritt. Da es jedoch fiir unseren
Zweck geniigt, die Mitwirkung der Erfahrung bei der Erzeugung
der dritten Dimension gesichert zu sehen, so bedarf es hier nicht
einmal der Parteinahme fiir die empiristische oder nativistische
Theorie, da auch die letztere, wie schon mehrfach angedeutet, nicht
mehr umhin kann, einen solchen Einfluss zuzugestehen. Die Er-
fahrung kann nicht blofs der Aufsere, occasionalistische Anlass zur
Entstehung des dreifach ausgedehnten Raumes sein, wenn zweifellos
ist, dass die besondere Beschaffenheit der Dinge aufser uns dazu
notigt, gerade drei Dimensionen, nicht mehr und nicht weniger,
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zu entwickeln. Das erste Axiom der Geometrie bezieht sich deshalb
" auf keine notwendige, sondern eine tatsichliche Eigenschaft unserer
Raumvorstellung; es ist keine rationale, sondern eine empirische
Wahrheit.

Zu demselben Ergebnis fuhtt die Untersuchung der Axiome,
die den Malsbeziechungen unseres Raumes zur Grundlage dienen.
Nur ist hier die Beweiskraft der geometrischen Theorie eine inten-
sivere. Zundchst bleibt das obige Argunment auch hier bestehen,
‘demn die Beschaffenheit unserer Mafsheziehungen bildet sowol hin-
sichtlich der Congruenz als hinsichtlich der Ebenheit wieder einen
speziellen Fall aus sehr vielen logisch gleich berechtigten Moglich-
keiten. Es ergiebt sich jedoch iiberdies, dass hier ein apriorischer
‘Erwerb nicht mehr wie in dem ersten Fall ebenso miglich ist.
Denn die Voraussetzung der Congruenz involvirt die Begriffe der
Bewegung und der Festigkeit; und die Axiome der Ebenheit lassen
sich wenn auch in begrenzter Weise durch partielle Anschauungen
sphérischer und pseudosphérischer Malsheziehungen iiberwinden.
Die mathematische Theorie fiihrt demnach direkt auf die Griinde,
welche die empirische Natur dieser Axiome kennzeichnen. Die
eigentlichen Beweisgriinde allerdings, die auf solche Weise bestimmt

~ worden sind, liegen auch hier nicht auf mathematischem, sondern
- - auf psychologischem Gebiet. Denn sie beruhen, wie aus den frithe-

ren Betrachtungen folgt, im ersten Fall darauf, dass die Begriffe
der Festigkeit und der Bewegung notwendig als empirische Begriffe,
nicht als rationale, rein a priori erzeugte aufzufassen sind, im zwei-
ten Fall aber darauf, dass das von Helmholtz aufgestellte Kmteuum
der Erfahrung zulasmg ist. -
Kann demmnach, die geometrische Theorie aus sich selbst nur
dazu fiihten, diejenigen psychologischen Beweisgriinde zu bezeich-
nen, deren Discussion die Entschetdung zwischen Empirismus und
Ratidnalismus zu treffen hat, so folgt zuniichst, dass die Hoffhung
mancher Mathematiker und einzelner allzu eifriger Philosophen,
durch die neuen Theoreme eine neue Aera der psychologischen oder
gar der erkenntnistheoretischen IForschung herbeigefithrt zu sehen,
eine unbegriindete war. Die eigentlichen Entscheidungsgriinde fiir
die psychologische Frage nach dem Ursprung der Raumvorstellung,
- sowie fiir die zur Methodologie der Erkenntnistheorie gehorige nach
dem Wesen der Geometrie resp. der Mathematik uberha,upt ver-

Evdmann, Geom. Axmme . o 10



bleiben den beziiglichen philosophischen Wissenschaften. Die Geo-
metrie kann aus ihrer Aufgabe heraus, den Inhalt der Raumvor-
stellung moglichst klar und deutlich zu bestimmen, durch keine
noch so tiefgehende Fortsetzung ihrer Beweisfiihrungen dahin kom-
men, ein philosophisches Problem zu Igsen. Nur das eine kann sie
erreichen, dass ihre Entwicklungen diejenigen Punkte herausheben,
deren philosophische Discussion zu einer festen Entscheidung fith-
ren kann. Jene Divergenz der objectiven Grundlagen und der sub-
jectiven Erkenntnisprincipien in den einzelnen Wissenschaften, der
wir schon im Eingang unserer Untersuchungen das Wort redeten?,
wird also durch eine sorgsamere Krwigung der Consequenzen der
mathematischen Theorie lediglich bestiitigt.

In Wirklichkeit aber ist jener Hinweis so bestimmt erfolgt,
dass es kaum mehr moglich scheint, der rationalistischen Theorie
eine sachliche Berechtigung beizulegen. Eine kurze Ertrterung der
moglichen Formen der Abwehr, die derselben noch iibrig bleiben,
mag dies bekriiftigen. | |

Da das allgemeinste der drei malfsgebenden Argumente, die
logische Moglichkeit mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten, auf
einen nicht blofs auslosenden, sondern zugleich positiv bestimmenden
‘Einfluss der Erfahrung d. h. der Beschaffenheit der von uns ver-
schiedenen, uns afficirenden Dinge hinweist, den auch die psycho-
physische Forschung auf ihrem Wege bereits als unabweishar er-
kannt hat, so folgt, dass der Begriff der Aprioritit, der durch Kants
crkenntnistheoretische Lehren in unserer Philosophie eingebiirgert
isty einer Modification unterzogen werden muss, welche die rationa~ -
listischen Elemente der urspriinglichen Fassung geradezu in ihr
Gegenteil verkehrt. Fiir Kant hat die Erfahrung in objectivem
Sinne, als die Summe der Einwirkungen der Dinge, nur eine occa-
sionalistische Bedeutung: sie ist die Gelegenheitsursache, welche die
Auslésung der von ihr absolut unabhiingigen apriorischen Formen
bewirkt, Fiir die Physiologie und Psychologie unserer Zoit dagegen,
der sowol die erkenntnistheoretische Untersuchung des Begriffs der
Wechselwirkung, als auch die biologische Theorie der psychischen
Entwicklung zur Seite tritt, hat sie die Bedeutung eines Factors,
der das Erkenntnisprodukt nach Form und Inhalt gleich wesentlich

I Man vgl. 8. 8 ff. dieser Schrift.
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bestimmt. Jeder Versuch, Kants Lehre von der Aprioritit als des
subjectiven, von aller Erfahrung absolut unabh#éngigen Erkenntnis-
factors, trotzdem zu halten, ist deshalb von vornherein aussichtslos.
Wir bediirfen einer Weiterbildung des kritischen Idealismus, die,
wenn sic den neu gefundenen Tatsachen zugiebt, was ihnen gebiihrt,
eben zur empiristischen Theorie fiberfithrt. Dass wir es trotzdem
mit einer Weiterbildung, nicht mit einer Aufhebung des kritischen
Lehrgebaudes zu tun haben, ergiebt sich daraus, dass die objective
Erfahrung bei Kant, allerdings in unlosbarem Widerspruch mit sei-
nen rationalistischen Voraussetzungen, noch eine zweite Rolle spielt.
Denn so sehr dieselbe nur die Gelegenheitsursache der Erzeugung
der apriorischen Formen ist, so ist doch alle Geltung der letzteren -
lediglich auf die mdégliche Erfahrung eingeschrinkt. Raum und
Zeit haben nur empirische Realitit, die Kategorien nur empirischen
Grebrauch. Dadurch entsteht jener wunderliche Dualismus zwischen
der Annahme rein apriorischer Wissenschaften, der reinen Mathe-
‘matik, Naturwissenschaft u. s. w. und der Behauptung ihrer aus-
“schliefslichen Bezichung auf Erfahrung. In dem Malse nun, als wir
gezwungen sind, jene Voraussetzung aufzugeben, tritt diese be-
schrinkende Consequenz in den Vordergrund, und da in ihr das
hervorragendste Verdienst Kants begriindet liegt, so haben wir das
Recht, die cmpiristischen Bestrebungen unserer Zeit an Kant anzu-
kniipfen, um so mehr als dieselben die apriorischen Grundlagen
picht aufheben, sondern nur in eine andere psychologische Be-
zichung zur Erfahrung setzen wollen. Diese allgemeineren Be-
trachtungen zeigen demnach, dass es selbst dem System des Ratio-
nalismus, das einer empiristis€hen Auffassung am meisten zugegeben
hat, nicht moglich sein wird, die Hinweisung, welche in dem ersten
der obigen Argumente auf die Erfahrung als ein constitutives Glied
der Erkenntnis liegt, durch eine Umformung zu entgehen, welche
den rationalistischen Grundbegriff, das absolute A priori, rettet.

Dicses allgemeine Ergebnis wird durch die Erdrterung der
beiden besonderen Argumente fiir die Congruenz und die Ebenheit
unseres Raumes lediglich bestatigt.

Gegen die Behauptung, dass “die Begrlffe der Festigkeit und
pesonders der Bewegung schon in den ersten Grundlagen der Geo-
metrie vorhanden seien, hat der Rationalismus sich seit alter Zeit

zweler Argumente bedient. Man versuchte einesteils, diese Tatsache
10%#
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in Abrede zu stellen, die Hinzunahme der Bewegung z. D., die
vor den Untersuchungen von Helmholtz allein in Betracht gezogen
wurde, nur als ein didaktisches Hilfsmittel anzusehen; oder aber
man gab diese Tatsache zu, glaubte aber nachweisen zu konnen,
dass es sich hier nicht um den empirischen, sondern um einen ratio-
nalen Begriff der Bewegung handle. Jedoch nur das letzte dieser
Argumente kann noch beibehalten werden, seitdem die mathema-
tische Untersuchung der Grundlagen unserer Congruenzbeziehungen
die Notwendigkeit jener Begriffe dargetan hat. Aber auch die Be-
- weise, welehe eine rationalistische Umdeutung derselben befiirwortet
" haben, werden sich nicht halten lassen. Der Gegensatz zunichst
zwischen der Auffassung der Bewegung in der Geometrie und in
der Mechanik, der oft fiir die Behauptung des rationalen Charakters
der ersteren verwendet worden ist, ldsst, wenn er richtig inter-
pretirt wird, die empirische Natur der Bewegung unangetastet.
Dass ein solcher Gegensatz vorhanden ist, wird auch der empiri-
stische Mathematiker zugeben miissen; aber es ist nicht schwer, zu
zeigen, dass derselbe nicht die Annahme zweler entgegengesetzter
Begriffe, eines reinen und eines empirischen fordert, sondern nur
notwendig macht, zwel verschiedenartige Abstractionsformen des-
selben empirischen Degriffs anzunehmen. Gemils der seit Lagrange
tiblichen Darstellungsweise der Mechanik betrachtet dieselbe die
Bewegung als die Wirkung von Kréften; sie sucht die Bewegungs-
gesetze zu bestimmen, um die realen Beziehungen der ihnen hypo-
stasirten Krifte zu ermitteln. Die Geometrie dagegen sieht die
Bewegung als die Ursache der Entstehung ihrer Abstractionsformen
sowie der Moglichkeit der Transportirbarkeit derselben an. Fiir
die erstere bildet sic den nichsten Zweck, fiir die letztere ein seiner
Beschaffenheit nach gleichgiltiges Mittel der Untersuchung. Dieser
© Gegensatz wiirde sich auch nicht verschichen, wenn die neuerdings
von hervorragendster Seite geltend gemachte Behauptung, dass die
Aufstellung der Bewegungsgesetze nicht blofs der erste, sondern
sogar der einzige Zweck der Mechanik sei, jene bisher allein herr-
schende Ansicht verdringen sollte, wenn es wirklich Aufgabe der
‘Mechanik und der physikalischen Wissenschaften tiberhaupt nur sein
sollte, die Bewegung zu beschreiben.! Denn ob die Erforschung

1 Diese von Kircumorr vertretene Auffassung der Mechanik wird dem

i
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der Bewegungsgesctze zu Hypothesen iiber die Natur ihnen zu
~ hypostasirender Kriifte berechtigt oder nicht, ist fiir diesen Gegen-
satz selbstredend génzlich irrelevant. In der obigen Form aber
sagt er iiber den empirischen oder rationalen Charakter der Be-
wegung nichts aus. Dass auch die nicht ganz zutreffende Unter-
scheidung der mechanischen und geometrischen Bewegung als einer
zeitlichen und zeitlosen, die Hoiiel gegen die Bedenken rationa-
listischer Mathematiker benutzt hat?, fiir keine der Parteien ent-
scheidet, da jede dieselbe unbeschadet ihrer sonstigen Ansichten
acceptiren konnte, bedarf keiner weiteren Discussion mehr. Mit
grofserem Recht, so scheint es, konnte sich der Rationalismus darauf
berufen, dass die Bewegung in der Mechanik als ein realer Vorgang
‘aufgefasst wird, wihrend sie in der Geometrie nur als ein idealer
in Betracht kommt, den man passend constructive Bewegung nennen
konnte, wenn jeder Gedanke einer Zusammengehorigkeit derselben
mit jener constructiven Bewegung Trendelenburgs ausgeschlossen
bleibt, die den Gegensatz von mechanischen und psychischen Vor-

Eifer fur weitgehende philosophische Speculationen, der gegenwirtig manche-
selbst der bedentenden Krafte auf fast allen Gebieten der Naturwissenschaft
dazu gefihrt hat, die so erfolgreich bisher benutzten Grundsitze besonnener,
fast zuriickhaltender Induction aufzugeben, zum Teil mit schweifenden Phan-
tasmen zu vertauschen, gewiss heilsam eutgegenwirken. Aber mir scheint,
~ dieselbe widerspricht unserem tatsichlichen Causalititsbediirfnis. Wenn
wir auch nicht mehr ins Innere der Natur dringen wollen, so ist es doch
die Aufgabe unseres Erkennens geblieben, die Begriffe, welche uns die Er-
fahrungstatsachen aufndtigen, zu einem einheitlichen, systematischen Ganzen
zu verkniipfen. Wire aber die, Aufgabe der Naturwissenschaften damit
erledigt, dass sie alle Bewegun&org&nge zu beschreiben vermbchten, und
wire dementsprechend das Ziel der psychologischen Disciplinen erreicht,
sobald es ihnen gelungen ware, eine vollstandige Beschreibung aller psy-
~ chischen Tétigkeiten zu liefern, so bliebe das Bediirfnis jener einheitlichen
Yerkniipfung aller Erfabrangstatsachen unbefriedigt; denn eine Verbindung
beider Vorgangsreihen oder eine Uebertragung der einen in die andere wird
erst mdoglich, wenn wir zu den Ursachen beider #ibergehen. — Daraus aber,
dass es bisher nicht gelungen ist, eine widerspruchslose Reduction derselben
auf die letzten Ursachen vorzunehmen, kann nach meinem Dafirhalten nur
gefolgert werden, dass die Priamissen einer Aenderung bediirfen, die von
dem Fortschritt der Erkenntnis zu erwarten ist. Die Widerspriiche bilden
keine Grenze des Erkennens, sondern nur einen Beweis der Liickenhaftig-
keit des Erkannten.

' Hotrep, Issat critique sur les principes fondament. de la géom. élém, S. 60,
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gingen dadurch zu iiberwinden sucht, dass sie die letzteren unter
dem Bilde der ersteren betrachtet. In Wirklichkeit ist diese Diffe-
renz auch in der angedeuteten Weise verwendet worden. Der tief-
sinnigste Begriinder einer rationalistischen Theorie der Mathematik,
Kant hat thn benutzt, die absolute Aprioritit der geometrischen
Axiome vor dem Zweifel eines seiner einsichtsvollsten ersten Schiiler
zu retten. Gegen den Einwurf, dass schon die elementarsten geo-
metrischen Constructionen eine Art Bewegung, also einen empiri-
schen Begriff voraussetzen, verwahrt er sich in der zweiten Auflage
seiner Kritik der reinen Vernunft dadurch, dass er die Bewegung
eines Objects im Raume, dic allerdings, da sic etwas bewegliches
veraussetze, nur durch Erfahrung erkannt werden kénne, sorgfiltig
unterscheidet von der Bewegung als Beschreibung eines Raumes,
ie ein reiner Actus der successiven Synthesis des Mannigfaltigen
in der #ufseren Anschauung iiberhaupt durch produnctive Einbildungs-
kraft sei und nicht allein zur Georhet_rie, sondern sogar zur Trans-
scendentalphilosophie gehire.! Jedoch diese Auffassung des Gregen-
satzes zwischen mechanischer und geometrischer, constructiver Be-
woegung widerspricht den Tatsachen der inneren Erfahrung, da sie
voraussetzen muss, dass wir Vorstellungen von Raumteilen, Flichen
und Linien bilden konnen, ohne etwas anderes, als die von jedem
materiellen Inhalt vollkommen freie Raumanschauung selbst zau be-
diirfen. Diese Voraussetzung aber ist nicht erfiillt. Denn die un-
befangene Selbstbeobachtuny zeigt, wie schon oft bemerkt worden
ist, dass jede ideelle Construction von Gestalten im Raum, jede con-
structive Bewegung sich an einem materiellen Triger vollzieht. Die
Vorstellung dieses Tragers bleibt unbestimmt, da wir von jeder
qualitativen Bestimmung desselben, weil sie fiir dgn geometrischen
Zweck gleichgiltig ist, tatséichlich abstrahiren. Dennoch hat sie,
eben weil es eine abstracte Vorstellqng ist, die nicht rein vollzogen
werden kann, sondern im Process lebt d. h. discursiv ist, nicht allen.
Inhalt abgestreift; sie heftet sich an das mannigfaltige Material der
erpirischen Construction, und zwar an das eine oder das andere,
je nachdem sie mit diesem oder jenem enger associirt ist. Sind
doch auch die Constructionshegriffe, wie noch genauer zu zeigen
sein wird, ihrem Ursprung nach Abstractionen aus der Erfahrung,

1 Kant's Werke, herausg. von Hartenstein. Band 111 S. 128 Anm.
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Dic geometrische Bewegung ist demmnach kein reiner Verstandes-,
sondern ein abstracter Erfahrungsbegriff.

Zu dem gleichen Resultat werden wir gefithrt, wenn wir unter-
suchen, ob der Begriff der Festigkeit als ein a priori erworbener
angesehen werden kann. Einen Anlass zu solchen Bemiihungen
konnte der Umstand bieten, dass der geometrische Begriff der
Festigkeit, achtet man lediglich auf die Deutung, die ihm gegeben
werden kann, welter ist als der mechanische Begriff derselben,
Aus unsercn fritheren Betrachtungen folgt jedoch?, dass nicht jene
dreifache Moglichkeit, zu welcher die Forderung der Constanz des
Verhéltnisses der Dimensionen Anlass bietet, sondern lediglich die
mechanische Vorstellung der Constanz der Dimensionen selbst, die
erst auf Anlass der neuen Untersuchungen des Raumbegriffs als
ein spezieller Fall erkannt worden ist, den geometrischen Theoremen
zu Grunde liegt. Selbst aber wenn eine solche weitere Fassung ge-
rechtfertigt wire und daraus gefolgert werden konnte, dass die geo-
metrische Festigkeit etwa als Unveridnderlichkeit oder Substantia-
litdt in rein apriorischem Sinne gedacht werden miisse, so blieben
viel grofsere Hindernisse noch unbesiegt. Die erstere Behauptung
konnte nur ein absoluter Rationalismus wagen, weil der Begriff der
Verdnderung von jeder anderen Erkenntnistheorie fiir einen empi-
~ rischen gehalten werden muss. So ist derselbe denn auch, da ein
.solcher extrem rationalistischer Standpunkt auf realistischer Gyrund-
lage niemals consequent festgehalten worden ist, sondern nur etwa
in den rationalistischen Voraussetzungen des kritischen Idealismus
oder in den metaphysischen Grundgedanken der pristabilirten Har-
monie erkennbar sein mochte, in den"Meisten rationalistischen Syste-
men fiir empirisch ausgegeben worden. Mit dem idealistischen Ra-
tionalismus aber, wie er etwa durch Fichtes ersten Standpunkt dar-
gestellt wird, haben wir hier nicht zu-rechten, da fiir diesen der
Gegensatz des Empirischen und Apriorischen iiberhaupt seinen Sinn
verliert. Nicht anders steht es um die Umdeutung der Festigkeit
zur Substantialitat. Doch es mag geniigen, hier darauf hinzuweisen,
dass es einigermalsen schwer sein wiirde, aus dem Begriff der Sub-
stanz, der doch immer nur als das apriorische Correlat der rela-
tiven Beharrlichkeit der empirischen Korper gedacht werden konnte,

1 Man vgl. S. 61 dieser Schrift.
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zu beweisen, dass von den Objecten der #Hulseren Wahrnehmung
eine Constanz des Verhiltnisses der Dimensionen zu fordern sei.
Auch der Begriff der geometrischen Festigkeit also ist ein abstracter
- Erfahrungsbegriff.

Noch weitaus weniger als gegen die notwendige Hinzunahme
der Bewegung und der Festigkeit ist der Rationalismus gegen die
partielle Anschaubarkeit der sphirischen und pseudosphérischen
Mafsbezichungen gewappnet. Das von Helmholtz aufgestellte Kri-
terium der Erfahrung, das, wie mehrfach erwihnt, die Beweiskraft
dieses Arguments bedingt, ist eigentlich nichts anderes als eine ver-
allgemeinerte Umkehrung des zweiten Arguments der Aesthetik
Kants. Dort wird der Begriff der Notwendigkeit, das eine Merkmal
des absoluten A priori, benutzt, um die Aprioritit des Raumes zu
erweisen, der von keiner duflseren Anschauung fortgedacht werden
konne. Helmholtz folgert aus der Besiegbarkeit einzelner Vorstel-
lungen, d. i. also aus der Zufalligkeit derselben ihren Ursprung aus
der Erfahrung, Die Rationalisten miissten daher, um diesem Einwand =
zu entgehen, die Beweiskraft eines ihrer wesentlichsten Argumente
selbst aufheben. Denn der Umstand, dass der Begriff der Not-
wendigkeit, der dem Kriterium von Helmholtz versteckt zu Grunde
liegt, mit dem Kants nicht identisch ist, tut hier nichts zur Sache.
Der Schluss von der Notwendigkeit auf die Aprioritit bleibt unge-
andert, gleichviel, ob dieselbe als absolute oder als jene relative
gedacht wird, welche vom empiristischen Standpunkt aus die allein
zuldssige ist. Vielleicht ist es zweckmiifsig, noch einem anderen
Einwande zu begegnen. Es scheint auf den ersten Blick, als sei

dieses Argument von der anschaulichen Vorstellbarkeit der sphi- .

rischen und pseudosphiirischen Mafsbheziehungen deshalb unzuling-
lich, weil eine solche Construction der Wahrnehmungen in den krum-
men Rdumen nur durch die Supposition unseres Raumes mdaglich sei.
Aber es bedarf nur des Hinweises darauf, dass bei jener Construc-.
tion nur diejenigen Kigenschaften unserer Raumvorstellung zur Wir-
kung kommen, die unserem Raum mit jenen beiden anderen gemein-
sam sind, die Priidicate der dreifachen Ausdehnung und der Con-
gruenz, Es ist iiberdies anch moglich, sich die Malfsbeziehungen
eines Raumes teilweis anschaulich zu vergegenwirtigen, dessen Kriim-
mungsmafs nicht nach allen drei Dimensionen oder nicht in allen
Punkten constant ist, so dass selbst dasjenige Merkmal der Malfs-
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bezichungen, das allen drei Riumen mit constantem Kriimmungs-
malfs eigen ist, partiell iiberwunden werden kann. Es folgt also
hier, entsprechend dem Friiheren, dass die Axiome der Ebenheit
empirische Urteile sind.*

Nunmebr sind wir in den Stand gesetzt, die Frage, welche den
Ausgangspunkt unserer Untersuchungen. bildete, vollstindig zu be-
antworten. Den Axiomen der Geometrie kommen die Pridicate der
Notwendigkeit, Allgemeinheit und Unverénderlichkeit nicht in ab-
solutem, rationalistischem Sinne zu. Sie sind nicht das einseitige
Erzeugnis ciner geistigen Titigkeit, die der Erfahrung bei den ersten
zufilligen Anldssen mit einer geschlossenen Reihe fertiger Formen
gegeniibertritt, nicht ewige Wahrheiten, die einer Erfahrung, von
der sie ghnzlich unabhingig sind, die sie vielmehr im eigentlichsten
Sinne selbst machen, unabiéinderliche Gesetze vorschreiben. Sie
bilden das Product einer Wechselwirkung von zwei gleich wesent-
lich bestimmenden Ursachen, deren eine in den Tiefen unseres
Greistes, deren zweite in der Natur der Dinge ruht, sie geben Ut-
teile tiber Tatsachen, welche die bisher unseren Sinnen zuginglich
gewordene KErfabrung (in objectivem Sinne) zu ihrem geistigen
Ausdruck bringen. Sie miissen als Hypothesen bezeichnet werden,
wenn man unter Hypothesen diejenigen Annahmen versteht, die
 behufs Erklarung einer Summe von Vorgdngen gemacht, jedoch,
entweder weil noch nicht alle dazu gehdrigen Vorginge untersucht
wurden oder weil sie zur vollstindigen Erklirung der bekannten
Vorgange nicht ganz ausreichend befunden wurden, noch nicht
streng verificirt werden konnten. Als tatsiichliche Wahrheiten oder
kurzweg als Tatsachen lasswr sie sich bezeichnen, sofern alle Tat-
sachen nichts anderes sind als Urteile iiber bisher gewonnene Er-
fahrungen, sofern sie iiberdies im Gegensatz stehen teils gegen die
Definitionen der Constructionsbegriffe, welche auf Grund der tat-
sachlichen Eigenschaften unserer Raumvorstellung zum Zweck der
- Ableitung besonderer Fille gebildet sind, teils gegen alle jene For-
men der Untersuchung und Darstellung, welche die Besonderheit

1 Es sei hier erwihnt, dass die wihrend des Druckes dieser Arbeit er-
schienene Schrift von J. K. Becker, Die Elemente der Geomelrie auf newer
Grundlage streng deductiv dargestellt (I. Thl. Berlin 1877.), mir keine Ver-
anlassung bot, das oben 8. 109 f. und 8. 112 Anm. 1. 2 ausgesplochene
Urtell tiber eine frihere Schrift desselben Verfassers zu andern.
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der Methode ausmachen. Ein Blick auf die frither erlangten Er-
aebnisse bestitigt dies. Das Axiom von der dreifachen Ausdehnung
~ ist relativ notwendig und allgemein, sofern alle Anschauungen Hufse-
rer Objecte, der einfachsten wie der complicirtesten, und alle be-
grifftlichen Untersuchungen iiber die Voraussetzungen, durch welche
jene Anschauungen erklirbar werden, uns dasselbe als das einzig
mobgliche erkennen lassen. Es ist unverdnderlich, sofern keine Er-
tahrung bisher die Veranlassung geworden ist, einen irgend wie
gerechtfertigten Zweifel an seiner alleinigen Zulissigkeit zu erregen.
Da iiberdies die discrete Natur der Ausdehnungsverhiiltnisse es aus-
schliefst, dass ihre Giltigkeit in den Grenzfillen nur eine annéhernd
genaue sein mochte, so kann es als sicher bezeichnet werden.?
Aehnliches gilt von den Axiomen der Malsbezichungen. Dieselben
sind relativ notwendig und allgemein giltig, sofern sie die einfach-
sten iiberall bestiitigten Aussagen ilber die quantitativen Verhilt-
nisse der Koérper darstellen. Sie sind unverinderlich, sofern eben-
falls bisher kein gegriindeter Anlass geboten wurde, sie zu modi-
ficiren. Da ihre Anwendbarkeit jedoch in den Grenzgebieten un-
serer Iirfahrung nicht dieselbe ist, wie in den endlichen Verhilt-
nissen, sofern es nicht ausgemacht werden kann, ob das Kriimmungs-
mals unseres Raumes nicht doch einen sehr geringen positiven oder
noegativen Wert besitzt, oder etwa nicht nach jeder Dimension das
gleiche ist?, moégen sie im (egensatz zu dem ersten Axiom nicht
als sicher, sondern nur als gewiss bezeichnet werden. ‘

Unerklidrt bleibt nur noch der Gegensatz, der diese Axiome
von den veriinderlichen, wenig aufgehellten Grundbegriffen der
tibrigen Wissenschaften trennt. Derselbe kann jedoch erst verstand-
lich werden, wenn die eigenartige Natur der Constructionsbegriffe,
die das Fundament der Geometrie vervollstindigen, in der rechten
Weise verstanden worden ist. - ;

Das letztbesprochene Argument, welches von der Tatsache aus-
geht, dass sich die elementaren Mafsbeziehungen unseres Raumes
durch die Grundlagen der sphérischen und pseﬁdosphﬁrisghen Geo-
metrie teilweis iiberwinden lassen, bei sorgfiltiger Ucbung unter
Anleitung der Analysis sogar offenbar in jedem I'all iiberwunden

I Vgl 8. 75 f. dieser Schrift.
"2 Vgl 8. 66 f. dieser Schrift.
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werden konnen, da einem solchen Versuch nichts als die allerdings
sehy feste (rewGhnung an die uns tatsichlich gegebenen Malsbeziehun-
gen gegeniibersteht, dieses Argument lisst sich auch fiir die Con-
structionsbegriffe verwerten. Denn ist es moglich, die Vorstellung
einer sphirischen oder pseudosphirischen Korperwelt auf Grund der
uns gegebenen Wahrnehmungen anschaulich auszufithren, so folgt,
wiederum die Wahrheit des Helmholtz’schen Kriteriums der Er-
fahrung zugestanden, dass auch unsere Constructionshegriffe nicht
blofs in der Natur der raumbildenden Seele, sondern zugleich auch
in der besonderen Beschaffenheit der afficirenden Dinge ihre Griindc
haben. Es geniige, di¢ Verschiedenartigkeit dieser Definitionen an
einem Beispiel zu verdeutlichen., Auf Grund der fritheren Aus-
filhrungen muss die strenge Definition der geraden Linie, des ele-
mentarsten Constructionsbegriffs unserer Geometrie, lauten: Einc
gerade Linie ist eine solche, deren jedes Linearelement das con-
stante Kriimmungsmals Null hat. Ebenso muss die Ebene als einc
Fliche, deren jedes Element das constante Kritmmungsmafls Null,
besitzt, definirt werden. Wenn diese Definition der geraden Linie
auf das erste Axiom der Ebenheit, demzufolge zwischen zwei Punk-
ten nur cine gerade Linie méglich ist, iibertragen wird, so ergiebt
sich-der Lehrsatz, der oft ungehoriger Weise als die Definition der
Geraden gobraucht worden ist, dass nfmlich die gerade Linie der
kiirzeste Weg zwischen zwel Punkten ist. Denn hieraus folgt, dass
jede andere Linie, die zwischen zwei Punkten gezogen werden kan,
entweder cine gebrochene oder eine krumme oder eine gemischte
1st; und, wic bekannt, lisst gich allgemein beweisen, dass jede didser
Linien grolser sein muss als die gerade.! Diese elementaren Be-

ziehungen gestalten sich im sphirischen Raum wesentlich anders. .
Sehen wir davon ab, dass das Kriimmungsmals in demselben unend-
lich viele verschiedene Werte haben konnte, so folgt, dass die ge-
radeste Linie im sphirischen Raum diejenige sein wiirde, die in
jedem ihrer Punkte dasselbe constante positive Kriimmungsmals
besitzt. Auf Grund des ersten Axioms der pseudosphérischen Geo-
metrie, dass zwischen zwei Punkten im allgemeinen mindestens zwei
geradeste Linien moglich sind, lassen sich dann entsprechende Sitze

! Eine elementare Darstellung - giebt z. B. Bavtzer, Elemente der Ma-
thematik. 4. Auflage. Leipzig 1874, Bd. II. § 3. 8. 19.



tiber das Grofsenverhiltnis der geradesten Lihien zu den anderen
moglichen Linien ableiten, wie solche schon an fritherer Stelle be-
nutzt worden sind.! In entsprechender Weise kann die Definition
der geradesten, unserer Ebene correspondirenden Fliche des sphi-
. rischen Raumes abgeleitet werden, die sich in unserem Raum be-
kanntlich als Kugelfliche darstellt. Analoges gilt von der pseudo-
sphérischen Geometrie. Nun ldsst sich sehr ’WOIl eine Korperwelt
denker;, die uns veranlasste, jene dem sphiirischen Raum entspre-
chenden Malsverhiltnisse zu bilden. Die Begriffe der IEbene und
der geraden Linie wiirden dann in jener hypothetischen Geometrie
eine dhnliche Rolle spielen wie in unserer tatsiichlich gegebenen
die Begriffe der Kugel und der grofsten Kreise, und es wiirde voraus-
sichtlich eine ebenso lange Zeit vergangen sein, ehe die analytische
Geometrie so weit ansgebildet worden wire, dass wir die eigentliche
Bedeutung jener Gebilde verstanden hétten, wie wir eine solche
tatsiichlich gebraucht haben, um die Bedeutung der sphérischen
.Flachen einzusehen. Die Definitionen unserer Constructionsbegriffe
sind also ebenfalls empirischer Natur. o
Jedoch trotz dieses empirischen Charakters derselben findet
ein ahnlicher Unterschied zwischen ihnen und den fundamentalen
Definitionen der qualitativen Wissenschaften statt, wie er schon
hinsichtlich der Axiome aufgewiesen werden musste. Die ersteren
sind, 1nhaltlich betraéhtet, vollendete, die letzteren werdende De-
finitionen. Die begriffliche Erkenntnis der chemischen Elemente
z. B. ist erst nach einer Jahrtausende umfassenden, an Irrtiimern
reichen Entwicklung der chemischen Untersuchungen moglich ge-
~worden, und auch seitdem die Chemie die Principien einer wissen-

schaftlichen Bearbeitung ihres Gebiets gefunden hat, sind die An-

~ sichten iiber die Constitution der Elemente mannigfacher, nichts
weniger als abgeschlossener Umbildung unterworfen gewesen. Dem-
entsprechend haben sich die Definitionen derselben d. i. die syste-
matischen Aufzdhlungen ihrer wesentlichen physikalischen und che~
mischen Eigenschaften, bestindig fliefsend erhalten; einzelne frither
nicht bemerkte Eigenschaften sind neu hinzugekommen, andere,
lange Zeit angenommene sind als unwesentlich oder gar als falsch
abgewiesen worden. Kin nahezu entgegengesetztes Schicksal ist

T Man vgl. 8. b3 dieser Schrift.
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. 1
den geometrischen Definitionen widerfahren. So oft auch iiber die-
selben, z. B. die der Linie oder der Ebene gestritten worden ist, so
handelte es sich doch niemals darum, den Inhalt derselben zu ver-
andern, sondern nur darum, ein anderes der verschiedenen, zur De-
finition verwendbaren Merkmale als das zweckmifsigste zu Grunde
zu legen. Denn hinsichtlich ihrer so wenig wie hinsichtlich der
Axiome hat der umfassende Ausbau, den die Geometrie besonders
in diesem Jahrhundert widerfahren hat, jemals dazu gefiithrt, eine
jener Erweiterungen, Verkiirzungen oder Umbildungen vorzunehmen,
zu denen der Fortschritt der qualitativen Wissenschaften um so hiu-
figer und tiefgreifender Anlass giebt, je lebhafter er sich vollzieht. .
Nicht weniger bedeutsam ist ein zweiter Unterschied, der die
Constructionsbegriffe zugleich von den Axiomen trennt. Die oben
~ charakterisirten Definitionen der iibrigen Wissenschaften entwickeln
lediglich empirische Gattungsbegriffe, d. h. sie enthalten nichts als
diejenigen systematisch geordneten Merkmale, die verschiedenen
‘Gegenstiinden oder Vorgiingen gemeinsam sind. Thre Bildung voll-
zieht sich demmach, logisch betrachtet, in dreifacher Abstufung.
Es werden erstens die tatsiichlich vorhandenen Merkmale “durch
eine Analyse bestimmt, sodann die gemeinsamen durch Abstraction
von den differenten gesondert, endlich die ersteren durch emne Syn-
these verbunden. DBei den Constructionsbegriffen haben wir erstens
~die Ausdehnungsverhiltnisse von den Mafsbeziehungen zu sondern.
Jene kommen wieder in doppelter Weise in Betracht; denn nur das
Ausdehnungsmerkmal der geometrischen Korper wird einfach auf
dem cben bezeichneten Wege der Analyse und Abstraction gebildet,
die einfache Ausdehnung der Linien, sowie die zweifache der Flichen
bedarf dagegen zur Conception noch einer zweiten eigenartigen
Abstraction. Denn hier sehen wir nicht blofs ab von den differenten
iibrigen Merkmalen, sondern auch von der gleichartigen zweiten
resp. zweiten und dritten Dimension, die wir tatsiichlich bei allen
- Korpern mit der ersten zusammen finden. Da diese Association
eine ungleich intensivere ist, so folgt, dass die Ausdehnungsverhilt-
nisse der Flichen und Linien nicht allein keine beobachtbaren Eigen-
schaften der wirklichen Korper reprisentiren, sondern sogar, wie
schon frither bemerkt wurde?, nicht einmal in der Vorstellung an-

1 Man vgl, S. 37 u S: 44 Anm. 2 dieser Schrift.
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schaulich vollzogen werden kinnen. Noch mehr unterscheiden sich
die Constructionsbegriffe von den empirischen Gattungsbegriffen
hinsichtlich der Malsbeziehungen. Hier ist es nicht eine zweite
Abstraction, die zu der Analyse und Abstraction der Merkmale
hinzukommt, sondern eine Verinderung; die mit den gemeinsamen
Merkmalen vorgenommen wird. Es giebt keine Linie in der Natur,
die vollkommen gerade ist, keinen Kreis, dessen Peripherie in jedem
Punkt dasselbe Kriimmungsmals besitzt. Offenbar nun liegt hier
kein einfacher Abstractionsprocess vor, der etwa darin bestinde,
dass wir von den Unregelmilsigkeiten absehen, die den geometri-
.schen Begriff in der Natur tatsichlich entstellen. Denn damit wir
jene Unregelmilsigkeiten als solche zu erkennen verméchten, miisste
doch der Begriff, den wir bilden wollen, hereits zu Grunde liegen.
Dazu kommt, dass wir sehr wol im Stande sind, diesen begrifflichen
Forderungen in der amschaulichen Vorstellung streng zu geniigen.
In Gedanken kénnen wir mit voller Sicherheit Linien construiren,
di¢ genau gerade, und Kreise, deren Peripherien ganz gleichmifsig
aekriimmt sind, wihrend wir nie im Stande sein werden, dieselben
nur nach einer Dimension ausgedehnt anzuschauen. Die Malsbezie-
hungen der Constructionsbegriffe sind deshalb weder tatsichliche
Eigenschaften der Kérper, noch aus ihnen schlechtweg abstrahirte
Begriffe, sondern empirische Ideen; sie verdindern die heobachtbaren
Figenschaften der clementaren Korperformen so, dass sie ideale
Musterbilder werden, denen alle Wirklichkeit nur beliecbig nahe
gebracht werden kann, die sie aber niemals zu erreichen vermag.
In doppelter Weise also weichen die Constructionshegriffe der Geo-
metrie von den empirischen Gattungsbegriffen der iibrigen Wissen-
schaften ab; hinsichtlich der Ausdehnungsverhiiltnisse sind sie im
allgemeinen (mit Ausschluss der Korper) um eine Abstractionsstufe
reicher, hinsichtlich der Malsbezichungen besitzen sie eine eigen-
artige Verdnderung der identischen Merkmale mehr. ®

Da besonders die letztbesprochene Differenz von den Ratio-
nalisten nicht selten als ein Beweismittel fiir ithre Theorie benutzt

* Die obigen Ausfilhrungen mégen zugleich dazu dienen, die Behauptung
MirLs (A System of Logic. 8. Auflage. Bd. II. 8. 258 #) zu berichtigen,
dass weder in der Natur noch im menschlichén Geist irgend welche Objecte
existiren, die den Definitionen der Geometrie entsprechen.
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worden ist, wird es nicht iiberflissig sein, auf diejenigen Punkte
hinzuweisen, welche zeigen, dass die Idealitit der Constructions-
begriffe ihren empirischen Ursprung nicht ausschliefst. Der Beweis
liegt darin, dass solche empirische Ideen nicht blofs die construe-
tive Grundlage der Geometrie bilden, sondern einen integrirenden
Bestandteil des Fundaments aller mathematischen Wissenschaften
ausmachen, selbst derjenigen, deren empirischer Charakter in Folge
ihrer unmittelbaren Beziehungen auf die Gegenstinde der Aufsen-
welt nur von jenem Rationalismus geliugnet werden kann, der den
Unterschied zwischen empirischen und rationalen Wissenschaften
iberhaupt aufhebt. Dass sie erstens auch in denjenigen Wissenschaf-
ten notwendig sind, die sich in den Begriff der reinen Mathematik
zusammenfassen lassen, also neben der Geometrie noch in der Arith-
metik und in der Algebra, bedarf keines besonderen Hinweises. Die
Vorstellungen der Gleichheit, des bestimmten Teils u. s. w. sind
ebenfalls empirische Ideen, nach denen ‘wir die Griofsenbeziehungen
der Aufsenwelt beurteilen. Aber nicht anders ist es auch in den

‘Wissenschaften, die wie die Mechanik zur angewandten Mathematik

gehoren, sofern sie lehren, die Grofsenbezichungen der reinen Ma-
thematik auf bestimmte Gruppen wirklicher Gegenstinde oder Vor-
ginge, etwa der Bewegung, zu iibertragen. Die Definitionen z. B.
des Gleichgewichts oder der verschiedenen Arten von Bewegun-
gen begichen sich gleichfalls auf empirische Ideen. Ein Gleich-
gewicht, wie es die Mechanik fordert, ist in der Natur uﬁmﬁghch;
ebenso kann keine der verschiedenen Arten von Bewegungen rein
existiren, da jede sich in Folge der vielseitigen Wechselwirkungen
mit unziihligen anderen complicirt. Die Idealitit der geometri-

schen Definitionen kann deshalb kein Beweis ihres rationalen Ur-

sprungs sein.

Ueberdies fillt es der empiristischen Theorie nicht schwer,
diesc Besonderheit derselben zu erkliren.

Es lisst sich erstens beweisen, dass Beobachtung und Experi-
ment dazu gefiihrt haben, die Forderung strenger Definitionen der
elementarcn Malsbegriffe notwendig zu machen. Selbst wenn die
Erfahrung uns viel weniger hiufig Gelegenheit bieten wiirde, nahezu
gerade Linien zu beobachten, als tatsichlich geschieht, so wiirde
doch jeder Versuch, sich anschaulich in der Aulsenwelt iiber die
mannigfachen gegebenen Formen zu orientiren, die unabweisliche
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Ursache geworden sein, die gerade Linie resp. den Kreis als Grund-

lagen aller Malfsbeziehungen der Linien zu acceptiren. Auch die
Rechnung hitte zu eben diesem Ergebnis fithren miissen. Ent-
sprechendes wiirde in ciner Korperwelt geschehen sein, die wir unter
der Form des sphirischen oder pseudosphiirischen Raumes aufzu-
fassen gezwungen gewesen wiren. Jedoch diese Wahrnehmungen
geben nicht den hinreichenden Grund fiir die Erzeugung ideeller
- Definitionen; sie machen nur verstindlich, dass gerade die in der
euklidischen Geometrie vorhandenen Constructionsbegriffe von uns
gewshlt wurden. Es bleibt noch immer die Frage, mit welchem
Recht die Geometrie ihre ideellen Malsbeziehungen als Muster-
‘bilder der tatsiichlich beobachtbaren hinstellen kann, statt zuzu-
gestehen, dass ihre Conceptionen vielmehr nur Anniherungen an
die Wirklichkeit seien. Denn eben darin liegt der Gegensatz dieser
scheinbaren geometrischen Willkiihr gegen die unldsbare Gebunden-
heit der nicht mathematischen Wissenschaften, dass in den letzteren
‘eine entsprechende Verdnderung der Grundbegriffe unmoglich ist,
weil sie in ihren Consequenzen zu der Ausmalung eines Welthildes
fithren wiirde, das sich in dem Malse, als es folgerichtig im einzelnen
ausgefithrt werden kinnte, von den wirklichen Veréinderungen der
Korperwelt unterscheiden miisste. Die Systemsversuche des Ratio-
nalismus, welche das Weltsystem aus wenigen apriorischen Grund-
begriffen ohne Hilfe der Erfahrung abzuleiten versuchten, bicten
ein Beispiel; denn hier wurde es notwendig, die noch ungenan con-
cipirten Grundbegriffe als ideelle Musterbilder der Wirklichkeit zu
fassen. Eben hierher gehort die von Ramon Lull wie von Leibniz
systematisirte Hoffnung, durch eine ars combinatoria die Unzahi
der einzelnen empirischen Urteile aus wenigen allgemeinen Vorder-
sitzen rein deductiv, d. h. ohne stets nebenherlaufende Induction
aus den Tatsachen der Erfahrung herzuleiten. Der Grund, der die
Unméglichkeit aller solcher Bestrebungen erweist und damit die
Eigenartigkeit der mathematischen Entwicklungen erklirt, liegt in
dem Gegensatz, der die quantitativen Beziehungen der Dinge von
den qualitativen trennt, speziell ausgedriickt, in dem Gegensatz des
gleichartigen Anschauungsstoffs der Geometrie zu dem ungleich-
artigen Material der nicht mathematischen Disciplinen. Die Ele-
mente unserer Raumanschﬁuung , die einzelnen kleinsten Raumteile
und die aus ihnen abgeleiteten Flichen- und Linienelemente, :sind
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in sich gleichartig, ebenso wie die Einheiten des Zahlbegriffs und
der Grofsenbegriffe iiberhaupt, da in den letzteren auch da, wo
urspriinglich ungleichartige Elemente vorhanden waren, durch die
Integration d. h. durch die Summirung der ins unendliche verklei-
nerten Elemente eine solche Gleichartigkeit iiberall hergestellt wird.
Die Elemente dagegen, welche den Stoff der iibrigen Wissenschaften
bilden, sind in sich ungleichartig; denn sic bestehen in den guali-
tativ und modal verschiedenen, auf das verschiedénartigste geord-
neten sinnlichen Empfindungen, den psychischen Zeichen der Ein-
wirkung der Dinge. Deshalb gelingt es dem Fortschritt der Wissen-
schaft nur sehr allmihlich, die Voraussetzungen zu finden, welche
im Stande sind, jene Einwirkungen fiir unser gegebenes Erkennen
zn erkliren. Noch gegenwiirtig fehlt viel, dass wir auch hier gleich-
artige Stoffe und Kriifte supponiren konnten; wir kennen drei und
sechzig Elemente in unzihlbaren Verbindungen und eine Reihe von
Bewegungserscheinungen, deren Zuriickfiihrung auf anstofsende und
abstolsende Krifte nichts weniger als vollendet ist. Weitaus unbe-
~stimmter noch sind die Grundlagen unserer Geisteswissenschaften.
Jene tatsichliche (Gleichartigkeit der geometrischen Elemente nun,
unter der natiirlich nicht blofs die Constanz des Kriimmungsmalses
verstanden, sondern die absolute Gleichheit der Ausdehnungs-, Mafs-
~ und reinen Formverhdltnisse begriffen werden soll, macht es mbg-
lich, die geometrischen Constructionsbegriffe als Ideale zu fassen,
da alle tatsiichlichen Abweichungen von denselben nunmehr nicht
als wesentliche Differenzen, sondern als Abweichungen von dem
reinen Begriff gedacht werden miissen, denen die Anschauung wic
die Rechnung in jedem gegebenen Fall streng gerecht werden kann.
Die Idealitiit der geometrischen Constructionsbegriffe jst demmach
mit dem empirischen Ursprung derselben sehr wol vereinbar, da
sie nicht durch die Besonderheit des Entstehens, sondern darch die
Gleichartigkeit der Raumelemente bedingt ist. Hieraus wird deut-
~ lich, dass auch die Allgemeinheit und. Notwendigkeit dieser Con-
structionsbegriffe lediglich eine tatsfichliche ist, nichts anderes be-
sagt, als dass bisher alle Raumbeziechungen der Objecte der #Hulse-
ren Erfahrung durch dieselben erkldrt werden konnten. Ebenso
relativ ist daher auch ihre Unverdnderlichkeit: keine Untersuchung
anch der verwickelisten Raunmformen hat eine Verinderung dersel-
ben notwendig gemacht. Endlich ist nunmehr auch deutlich ge-

Erdmann, Geom. Axiome, 11



worden, wie es moglich ist, dass die allgemeinsten Grundbegriffe
der Geometrie zugleich die einfachsten Vorstellungen sind, wihrend
die entsprechenden Voraussetzungen der nicht mathematischen Dis-
ciplinen zu den dunkelsten Gebieten derselben gehéren. Die Gleich-
‘artigkeit des geometrischen oder allgemein des mathematischen
Mannigfaltigen macht es notwendig, dass die einfachsten Beziehun-
gen desselben zugleich die allgemeinsten sind; sich in jeder, auch
der complicirtesten Raumform wiederfinden; die Ungleichartigkeit
des qualitativen Mannigfalticen dagegen macht es ebenso begreif-
lich, dass die allgemeinsten Beziehungen desselben erst zuletzt ge-
funden werden kinnen, die am schwersten verstindlichen sind. Im
ersten Fall fiihrt der Weg der Wissenschaft vom Allgemeinen zum
Besonderen, im letzteren umgekehrt vom Besonderen zum Allge-
meinen.

| Doch diese Fragen fuhren bereits in das Gebiet der Methode
hiniiber, das wir nicht eher betreten diirfen, bis nicht auch ange-
deutet worden ist, weshalb die Axiome und Definitionen der Grofsen-
gleichheit, welche aus der allgemeinen Gréfsenlehre in .die Geo-
metrie hiniiber genommen werden miissen, ebenfalls empirischen
Ursprungs sind. . |

Wir haben oben im Anschluss an eine gelegentliche Bemer-

kﬁng von Helmholtz als Axiome der Grofsengleichheit die Sitze
hingestellt: '

I. Wenn zwei Grofsen einer dritten gleich sind, so sind
~, sie unter smh gleich.

Tla. Gleiche Grrofsen Zu glelchen Grofsen addirt, geben |
Gleiches.

- IIb. Gleiche Gﬁifsen, zu ungleichen Grofsen addirt, geben
Ungleiches.

Zur Rechtfertigung -dieser Zustimmung moge zuniichst darauf hin-
gewiesen werden, dass in der Algebra® und in der Arithmetik ebenso
wie in der Geometrie eine Scheidung der Grundlagen in Axiome
und Definitionen notwendig ist, und dass die Axiome in den ersteren
beiden ebenso die allgemeinen Eigenschaften des Zahlbegriffs und
~ des Grolsenbegriffs zu entwickeln haben, wie die geometrischen

' Unter der Algebra ist hier tiberall die Analysis mitverstanden.
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Axiome die Merkmale unseres Raumes angeben. Da es eine ein-
gehendere Untersuchung crfordern wiirde, diese beiden Begriffe
‘niher zu bestimmen, so miissen wir uns hier begniigen, anzumerken,
 dass die obigen beiden Axiome den Gréfsenbegriff bereits in Ver-
bindung mit den grundlegenden Operationsbegriffen der Gleich-
heit und der Addition darstellen, wie dies bei den Axiomen der Eben-
heit von der geraden Linie und der Winkelsumme der Fall.? Das erste
spricht die allgemeinste Bedingung fiir die Gleichheit zweier Grofsen
aus; es behauptet, zwei Grilsen sind gleich, wenn die Identitit der-
selben mit einer als bekannt vorausgesetzten dritten nachgewiesen
werden kann. Denn die Gleichheit ist die Identitit zweier selbstéin-
diger Grofsen.? Dasselbe ist damit zugleich der allgemeinste Aus-
druck der Mafs- und Zahlbeziehungen der Gréfsen, sofern sie als Be-
dingung der Gleichheit angicbt, dass die verglichenen Grofsen sich
auf e¢inen gemeinsamen Malsstab, d. 1. die dritte, als bekannt voraus-
gesetzte Grofse reduciren lassen. Das zweite Axiom dagegen giebt
die besonderen Gleichheitshedingungen an, die in der fundamental-
sten Operation der Grtifsenwissen_schaft, der Addition, aus der alle
iibrigen Operationen sich entwickeln, notwendig sind. Ein Blick
auf die hierher gehorigen Axiome Fuklids mag bestitigen, dass
diese Bedingungen zugleich die hinreichenden Grundlagen ab-
geben. Euklid nimmt aufser diesen, bei ihm dem ersten, zweiten
~und vierten, bekanntlich noch fiinf resp. sechs auf allgemeine Grofsen-
~verhiltnisse beziigliche Axiome an. Dieselben sind jedoch ausnahms-
los in den obigen enthalten. Denn das dritte: »Gleiche Grofsen,
von gleichen Grofsen subtrahirt, geben Gleiches® und das fiinfte:
,»Gleiche Grofsen, von ungleichen, substrahirt, geben Ungleiches®,
folgen aus dem zweiten, da die Subtraction als die inverse Opera~
‘tion der Addition aus dieser analytisch abgeleitet werden kann.
In entsprechender Weise bezeichnen das sechste und siebente:
wwenn zwel Grofsen doppelt (halb) so grofs sind, als eine dritte, |
so sind sie unter sich gleich¥, lediglich besondere Fille des ersten,
oben angefithrten Axioms. Das neunte dagegen: ,Das Ganze ist

1 Wir haben deshalb an fritherer Stelle, 8. 12 ff,, immer nur kurzweg
von Definitionen, statt von Definitionen und Axiomen der Grofsengleichheit
gesprochen.

* Fir die Raumgréfsen wird sie zur Congruenz.
11%
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orifser als jeder seiner Teile® ist ein spiter Folgesatz,aus dem
obigen zweiten, Denn dasselbe ergiebt sich aus der Definition des
Ganzen als der Summe der Teile, die bereits das zweite Axiom
voraussetzt und dem Folgesatz aus den Begriffen der Grolse und
der Gleichheit: ,,Jede Grofse-ist sich selbst gleich®. Das achte
euklidische Axiom endlich: Wenn zwei Grofsen mit einander con-
- gruiren (sich decken), so sind sie einander gleich, gehort, wenn der
Begriff der Congruenz seiner Worthedeutung nach genommen wird,
in die Reihe der geometrischen Sitze und enthilt dann nichts als
eine Definition der geometrischen Gleichheit, der Congruenz; wird
derselbe dagegen in analytischem Sinne gedacht, wo die Congruenz
nichts anderes bedeuten kénnte, als die Gleichheit in der Zahl und
Ordnung der Einheiten, so enthilt es eine Tautelogie. Die obigen
Séitze umfassen demnach in der Tat das notwendige und hinrei-
chende System der algebraischen Axiome. Da in ihnen die elemen- -
tarsten, den einfachen Constructionsbegriffen der Geometrie ent-
sprechenden Operationsbegrifte der Gleichheit, sowie der Addition
enthalten sind, so werden wir hier die Frage nach dem Ursprung
nicht fiir beide Klassen getrennt zu behandeln brauchen, wie denn
tiberhaupt das Wesen der Definitionen durch diec Natur der Axiome
eindeutig bestimmt ist.?

Dass die Begriffe der Grofsonglelchhelt nicht una,bhanglg von
aller Erfahrung durch eine rein apriorische Synthese entspringen,
Lisst sich auf demselben Wege beweisen, den wir bereits oben ein-
geschlagen haben. Denn auch hier kann gezeigt werden, dass nicht
jede objective Erfahrung, d. i. Art der Einwirkung der von uns ver-
schiedenen Dinge, uns zu der Bildung dieser Begriffe veranlassen
wiirde. Unser Grofsenbegriff ist empirisch, sofern er eine Einwir-
kung der Dinge fordert, welche es uns moglich macht, die Vorstel-
lungen von gleichartigen Objecten zu bilden, d. h. von Objecten,
die ein oder mehrere Merkmale gemeinsam haben; er ist apriorisch,
sofern er voraussetzt, dass unser Geist die Fahigkeit besitze, jene
identischen und differenten Merkmale zu trennen und za verbinden,

! Es kann nicht befremden, dass hier die Frage nach dem Ursprung
statt der frttheren nach dem Sinn der Notwendigkeit u. s. w. der geome-
trischen Axiome gewihlt wird, da sich gezeigt hat, dass absolute Notwendig-
~ keit und unbedingte Aprioritit sowic relative Notwendigkeit und relative
Aprioritit d. i. empirischer Ursprung Wechselbegriffe sind.
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kurz, abstracte Begriffe zu bilden.. Wenn die Einwirkungen der
Dinge so beschaffen wiiren, dass wir statt der Vorstellungen vieler
gleichartiger einzelner Gegenstinde eine unendliche Masse von Ein-
driicken erhielten, deren jeder von jedem anderen spezifisch ver-
schieden wire — und eine solche Annahme involvirt keinen Wider-
spruch — so wiirden wir, selbst wenn wir annehmen, dass unser
Geist trotzdem die Fihigkeit des abstracten Denkens behalten
konnte (da er sie vielmehr auf Grund der tatsdchlichen Beschaffen-
heit der Einwirkungen der Dinge urspriinglich erworben hat), den-
noch niemals einen Grund haben, die Begriffe der Gleichheit, der
Ungleichheit, der Grofse und andere dhnliche zu bilden. Wenn es
. Ziweck hiitte, eine solche logische Moglichkeit im einzelnen auszu-
 malen, konnte man sagen, unser Zahlensystem wiirde dann lediglich
in der Vorstellung der Einheit bestehen; denn nicht einmal den
Begriff der unbestimmten Vielheit wiirden wir bilden konnen, da
kein Anlass wire, die absolut verschiedenartigen Eindriicke zu-
sammenzufassen, Hieraus aber folgt, dass unsere Grolsenbegriffe
" durch die Beschaffenheit der objectiven Erfahrung wesentlich mit-
bedingt sind. :

Allerdings hat dasjenige System des Rationalismus, das die
erkenntnistheoretischen Fragen der griindlichsten  Priifung unter-
zogen hat, Kants kritischer Idealismus, einen nicht unihnlichen
(redankengang in seine eigenen Beweisgriinde aufzunehmen gewusst,
‘Derselbe findet sich in der Bearbeitung der Deduction der reinen °
Verstandesbegriffe, welche die erste Ausgabe der Kritik der reinen
Vernunft enthilt. Kant behandelt daselbst, wie bekannt, in psycho-
~ logischer Entwicklung die drei Arten der Synthesis, die Synthesis
ndmhich der Apprehension in der Anschauung, der Reproduction in
der Einbildung und der Recognition im Begriffe, um auf die Be-
dingungen a priori hinzufithren, auf welche die Moglichkeit der
Erfahrung ankommt. Er will zeigen, dass die drei subjectiven Quels
len, worauf die Moglichkeit der Erfahrung iiberhaupt und ihrer
- Gregenstinde beruht, zugleich Elemente oder Grundlagen a priori
sind, welche die Anwendung derselben auf gegebene Erscheinungen,
d. 1. den empirischen Gebrauch derselben erst moglich machen. Zu
diesem Zweck fiihrt er bei der Besprechung der Synthesis der Re-
production aus, dass ithr Gesetz, demgemils Vorstellungen, die hiufig
dem Bewusstsein in Verbindung gegeben werden, sich allmihlich -
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associiren und dann eine die anderc reproduciren, fiir sich hetrach-
tet, ,blofs empirisch® sei. Dieses Gesetz aber, schlielst er weiter,
setzt voraus, dass in dem Mannigfaltigen der Erscheinungen selbst
eine gewissen Regeln gemiifse Begleitung oder Folge statt finde, die
z. B. den Zinnober nicht bald rot, bald schwarz, bald schwer, bald
leicht sein lasse; denn andernfalls wiirde die empirische Einbildungs-
kraft ,niemals etwas ihrem Vermogen Gemilses zu tun bekom-
men, also wie ein todtes und uns selbst unbekanntes Vermdgen im
Innern des Gemiits verborgen bleiben.“' Hier also ist ein Analogon
des oben entwickelten Gedankens. Kant aber folgert aus dem-
selben: ,Es muss also etwas sein, was selbst diese Reproduction
der Erscheinungen moglich macht, dadurch, dass es der Grund
a priori einer notwendigen synthetischen Einheit derselben ist.®
Der Gedanke wird also idealistisch gewendet. Die Regel der Ver-
kniipfung durch die Einbildungskraft ist auf Principien a priori ge-
griindet, weil die Erscheinungen ;,das blofse Spiel unserer Vor-
stellungen sind, die am Ende auf Bestimmungen des inneren Sin-
nes auslaufen. Durch diese Wendung ist das Verhiltnis jenes Ge- -
dankens zum Rationalismus zugleich kritisirt. Da Kant trotz aller
Anerkennung, dass es notwendig sei, die Formen der Sinnlichkeit
und des Verstandes auf mogliche Erfahrung zu beschrinken, durch
den Rationalismus seiner Kategorienlehre gezwungen ist, jeden be-
stimmenden Einfluss derselben auf diese Formen zu leugnen, so
wird er hier und tberbaupt iiberall da, wo er sich mit diesem tat-
sdchlichen Einfluss auseinander zu setzen hat?, zu einer idealisti-
schen Wendung seines Empirismus gendtigt, welche die Berech-
tigung seiner Fassung des A priori aufhebt, da sie die objective
Erfahrung eliminirt, gleich nichts setzt. Kant konnte jenes Argu-
ment, das einen positiv bestimmenden Einfluss der Erfahrung auf
die psychischen Formen zugesteht, daher in seinen Gedankenkreis
nicht aufnehmen, ohne in einen unlosbaren Widerspruch mit seinen
rationalistischen Voraussetzungen zu geraten, da diese den Idealis-
mus ausschlie(sen, der die Begriffsbestimmung des A priori illuso-
risch machen wiirde. Fiir unseren gegenwiirtigen Zweck geht daraus
hervor, dass jenes Argument durch keine rationalistische Umdeu-

! Kant's Werke, herausg. von Hartenstein, Bd, III. 8. 568 ff.
> Man vgl. S. 101 dieser Schrift.
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tung, die immer im wesentlichen denselben Weg einschlagen miisste,
den Kant genommen hat, um seine Beweiskraft fiir den Fmpirismus
gebracht werden kann, dass also auch die Begriffe der Grifsen-
gleichheit empirischen Ursprungs sind, und somit auch die reine
Mathematik &dhnlich wie die Geometrie eine empirische Wissen-
schaft ist. |

Dass aber diese Gleichartigkeit des Ursprungs der Grund-
~ begriffe aller Wissenschaften die (Geometrie nicht in chen dem
Sinne zu einer empirischen Disciplin macht,” wie dic Wissenschaften
der Qualitit, bestitigt sich auch, sobald wir das Verhéltnis der
geometrischen Methode zu den methodologischen Principien jener
Disciplinen untersuchen. Durch zwei Momente wird dieses Verh#lt-
nis, wie oben schon angedeutetl, niher bestimmt. Der Aufbau
der Gteometrie bedarf selbst in seinen verwickeltsten und entlegen-
sten Teilen keiner anderen Materialien als einesteils der Definitio-
nen und Axiome, andernteils der reinen d. h. unbestimmt erfiillten =
~ Raumvorstellung; von den Fortschritten der Krfahrungserkenntnis
ist er sachlich unabhiingig. Dazu kommt, dass die Geometrie im
Stande ist, auch die fernliegendsten Ergebnisse auf streng deduc-
tivem Wege zu erhalten, und deshalb jedem ihrer Sitze dieselbe
Allgemeinheit, Notwendigkeit und Unvertinderlichkeit zu gew#hren,
die sie fiir ithre Grundlagen beansprucht. -

Die erste dieser Differenzen ist nicht selten von eémpiristischer
Seite wie von rationalistischer falsch aufgefasst worden. Man hat
behauptet, die Geometrie sei eine analytische Wissenschaft, die in
den wenigen allgemeinen Voraussetzungen jeden besonderen L.ehr-
- satz dunkel enthalte. Jeder Fortschriti der Entwicklung sei eine
genauere Analyse ihres Inhalts. Es gehort nicht zu den geringsten
Verdiensten Kants, dieses Vorurteil vernichtet zu haben, indem er
zeigte, dass die Geometrie wie jeder Zweig der Mathematik den
Erfahrungswissenschaften insofern gleiche, als sie ebenfalls synthe-
. tisch sei. In folgendem Sinne ist dies zweifellos der Fall. Jeder
einzelne geometrische Lehrsatz bedarf zu seiner Auffindung wie zu
seinem Beweise nicht blofs der Axiome und Definitionen, sondern
auch der Combination von Raumbegriffen. Aus dgm Begriff der ge-
raden Linie und dem Axiom, dass zwischen zwei Punkten nur eine

-

T Man vgl. 8. 139 dieser Schritt.
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gerade Linie moglich sei, lisst sich gar nichts folgern, als eine Reihe
von Shtzen, die alle mit diesen Voraussetzungen identisch sind, wie
die Behauptung, dass dic willkithrlichen Grenzpunkte der geraden
Linie einem Linearelement angehdren, dessen Kriimmung gleich
Null ist. Erst, die Anschauung der anderen m'dgli_c]ﬁen Verbin-
dungslinien zweier Punkte im Raume und die Vergleichung ihrer
Grolsenbeziehungen fithrt zu dem Satz, dass die gerade Linie der
kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten sei. In diesem Satz und
dhnlich in allen geometrischen Lehrsiitzen ist sogar eine doppelte
Synthesis enthalten: Erstens eine geometrische, sofern der Begriff
der geraden Linie mit dem Begriff der anderen mdéglichen Verbin-
bindungslinien, oder genauer ein anschaulicher Vorstellungsrepri-
sentant jenes Begriffs mit den entsprechenden Anschauungen dieser
verglichen wird; zweitens eine analytische, sofern behufs dieser Ver-
gleichung jede dieser Linien unter den Begriff der Grifse sub-
sumirt, sie demnach auf die Axiome und Definitionen der Grofsen-
gleichheit bhezogen wird. Weder der Begriff der gebrochenen oder
krummen Linie, noch also auch die Vorstellung irgend eines Grofsen-
verhiltnisses zwischen ihnen und der Geraden ist in der Definition
oder dem Axiom der letzteren vorhanden. Kant hat sich selbst um
eine schnellere Anerkennung seiner Entdeckung gebracht, weil er
seine richtige Wahrnehmung, wie die von ihm gebrauchten Beispiele
lehren, falsckk anwendete. Denn ein ungliicklicheres Beispiel, als die
Bemerkung, dass die Behauptung 7 4~ b =12 ein synthetischer
-Satz sei, hitte er kaum finden konnen. Sobald der DBegriff der
Summe und damit die Operation der Addition als bekannt voraus-
gesetzt wird, kann nur jene Befangenheit der Auffassung, die allein
bei dem Entdecker neuer Wahrheiten verzeihlich ist, den analy-
lytischen Charakter dieses Satzes iihersehen. Alle sachlichen Ein-
wendungen, die dem Schopfer der wissenschaftlichen Erkenntnis-
theorie wegen seiner Eintheilung der Urteile in synthetische und
analytische gemacht worden sind, beruhen auf einem Verkennen
des Gesichtspunktes, der derselben zu Grunde liegt. Nur um die
erkenntnistheoretische Frage handelt es sich, ob eine Erweiterung
unserer Erkenntnis moglich ist, die nicht dadurch vollzogen wiirde,
dass irgend ein neues Prédicat, das in dem vorherigen Wissen nicht
enthalten war, einer Begriffsreihe eingefiigt wird. Der Unterschied
ist deshalb, psychologisch betrachtet, allerdings ein fliigsiger. Der-
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selbe bezight sich oben lediglich auf das Verhéltnis emes Pridicats
zau dem ganzen Wissensstand. War es in dem letzteren bereits ent-
halten, kann es also denselben blofs erliutern, so ist. das Urfeil
analytisch; war es demselben dagegen noch fremd, so erweitert es
ihn und das Urteil wird synthetisch.

Wenn wir dies auf das Verhiiltnis eines geometrischen Lehr-
~ satzes zu den ihm vorhergehenden iibertragen, so wird der Grund
ihrer Aufeinanderfolge ersichtlich. Der synthetische Charakter der
geometrischen Sitze liegt darin, dass in jedem einzelnen eine Ueber-
tragung der Axiome auf neue Complicationen der Constructions-
begriffe stattfindet. Jeder Beweis zielt deshalb, wie schon frither
erwahnt, darauf ab, die in dem Lehrsatz angegebenen Malsbeziehun-
gen auf die ‘einfachsten Malsbeziehungen, wie sie in den (auf die
elementaren Definitionen schon bezogenen) Axiomen enthalten sind,
zu iibertragen. Aufgabe der geometrlschen Entwicklung ist es dem-
~ nach, das System ihrer Lehrsitze so zu ordnen, dass jeder folgende
eine complicirtere Darstellung moglicher Mafsbeziehungen wird, und
ihre Beweise so zu fiihren, dass jeder folgende an die Stelle keines
friiheren gebracht werden kann, ohne die gegenseitigen Bezugnah-
men zu verwirren. FKine strenge Darstellung der Geometrie wird
demnach z. B. zuerst diejenigen Lehrsitze behandeln, die lediglich
von dem Axiom der Congruenz abhingen, und deshalb allen drei
"Geometrien der constanten gekriimmten Riiume gemeindam sind.
~ Sie wird dann diejenigen nehmen, die wie die acht und zwanzig
ersten Sitze Euklids, sowie einzelne bereits von Bolyai bestimmte
‘andere lediglich aus dem Axiom der geraden Linie herleitbar sind,
also unserem ebenen Raum und dem pseudosphirischen zugleich
zukommen. Darauf erst diirfen dicjenigen folgen, welche auch das
Axiom von der Winkelsumme in Anspruch nehmen. Auch die Geo-
metrie allerdings kennt identische Lehrsiitze, sofern jeder einzelne
sich umkehren Jisst. Durch diese aber findet auch keine Erwei-
terung der Erkenntnis statt. Selbst dann ist dies nicht der Fall,
wenn etwa die Umkehrung sich elementar nur auf indirektem Wege
erweisen lisst. Denn der indirekte Beweis gewiihrleistet die Not-

! HotEL a. a. O. S. 75 fithrt mehrere derselben auf, z. B. die Construc--
tionen des regelmafsigen Vier-, Acht-, Sechzehnecks u. 5. w., sowie die den
acht und zwanzig ersten Satzen Kuklids correspondirenden Kreissitze.
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 wendigkeit, der direkte die Allgemeinheit der Behauptung. Not-
wendigkeit und Allgemeinbeit aber sind fiir die Geometrie Wechsel-
begriffe. '

Neben dieser Gleichartigkeit der synthetischen Erweiterung in
der Geometrie und den iibrigen Wissenschaften von Tatsachen bleibt
jedoch der oben skizzirte Gegensatz bestehen, dass die geometrische
Entwicklung unabhiingig ist von jeder besonderen Erfahrung. Nicht
sclten hat man hieraus voreilig den Schluss gezogen, dass dies den
vationalistischen Charakter der Geometrie beweist, und selbst bet
Kant tritt der Gegensatz zwischen dem empirischen Manuigfaltigen
und der reinen Raumform .in diesen Gedankengang ein. Offenbar
jedoch folgt daraus nichts weiter, als dass die Anschauung, welche
den synthetischen Fortgang der Geometrie bedingt, nicht durch das
mannigfache, verschiedenartige Material der qualitativ bestimmten
Sinneswa,hmehmungen, sondern dﬁrch das allen besonderen Erfah-
rungen gleicherweise zu Grunde liegeiide Mannigfaltige unserer
Raumvorstellung bedingt wird. Die Geometrie ist also in allen
ihren Entwicklungen unabhingig von der Erfahrung, weil sie voraus-
setzt, dass die Raumvorstellung, deren Constructionsheziehungen
sie untersucht, fiir jede Erfahrung in derselben Weise giltig ist.
Nur das Urteil iber die Grenzen dieser tatsichlichen Unab-
hingigkeit wird durch die psychologische Auffassung des” Raum-
begriffs afficirt. Der Rationalist muss sie fiir eine absolute halten,
wenn er voraussetzen darf, dass die Congruenz und die Eben-
heit unseres Raumes fiir alle Grofsenbeziehungen, die messbaren
wie die unmessbaren, in gleicher Weise gilt!; wir dagegen werden
sie nur fiir eine relative halten konnen, da sich gezeigt hat, dass
die genaue Untersuchung der Grenzfille unserer Mafshestimmun-
gen sowol eine Abweichung von der Constanz als von dem Null-
wert des Kriimmungsmalses ergeben kann. Denn sobald eine solche
Abweichung gesichert wire, wiirde diese berichtigte Raumvorstel-
lung den Inhalt der geometrischen ' Untersuchung bilden, bis
etwa, falls auch dieses neue Ergebnis nicht ganz zureichend sein
- wiirde, der weitere Fortschritt dazu dringte, eine nochmalige Re-
vision der Bestimmungen der Congruenz und der Ebenheit vorzu-
nehmen.

! Man vgl. 8. 66 f. dieser Schrift.
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. Diese Erorterungen machen jedoch blofs den negativen Cha-
rakter des oben besprochenen Unterschiedes, dic Unabhiingigkeit
derselben von der Erfahrung auch fir die empiristische Auffassung
begreiflich, sie zeigen dagegen nicht, woraus die Sichorheit und
Allgemeinheit jenes geometrischen Fortschritts unter dieser Voraus-
setzung abzuleiten ist. Diese positive Differenz ist os, woelcho dor
Rationalismus immer als cines seiner gewichtigsten Argumeoento in
die Wagschale geworfen hat, da sie allein erkléart. werden konno,
wenn der Raum etwa als eine reine Form der Sinnlichkeit, oing nh-
solut apriorische Anschauung anzusehen sei; nur dann werdo jenor
selbstindige Autbau, jener notwendige Zusammenhang allor scinor
Teile begreiflich. Aber auch hier ist der Empirismus in der gliick-
lichen Lage, mit einfacheren Voraussetzungen mehr erkliren zu
kénnen. Denn er beansprucht zu seiner Erklarung nur eine Eigen-
schaft unserer Raumanschavung, die auch der Rationalist in der-
selben Weise zugeben muss, jene Gleichartigkeit seiner Elemonte,
die uns schon bei der Ableitung der Constructionsbegriffe wichtig
‘geworden ist.! Wie dieselbe uns das Recht giebt, diese Begriffe als
Ideale zu fassen, denen alle Mafsbeziehungen der Korper nur an-
genidhert werden konnen, so erklért sie auch, dass keine Complicu-
tion oder Erweiterung der elementaren Definitionen einen beson-
deren Recurs auf etwaige analoge Erfahrungsverhiltnisse gebraucht,
‘um bestitigt zu werden. Soweit jene elementaren Begriffe und die
ihren Inhalt bedingenden Axiome anwendbar sind, soweit ist auch
- jede Combination derselben giltig. Denn kein besonderer Lehrsatz,
‘gsei er einfach oder heziche er sich auf die complicirtesten Mals-
verhiltnisse etwa sehr verwickelter Curven, kann den allgemeinon
Inhalt der Raumvorstellung, den die Axiome angeben, um ein Merk-
mal vermehren. Eben jene Eigenschaften des Raumes also, dio
Kant benutzt hat, darzutun, dass seine Vorstellung eine anschau-
liche, keine begriffliche sei, sind in etwas anderer Betonung zugleich
beweiskriftig fiir die eigenartige, freie Entwicklung der Geometric
selbst unter der Voraussetzung, dass die Raumvorstellung empiri-
schen Ursprungs sei. Die Geometrie bedarf keiner besonderen Er-
- fahrung, sie begntigt sich mit der Raumvorstellung als solcher, weil
»man sich nur einen einigen Raum vorstellen kann, und man,

! Man vgl. S. 160 dieser Schrift.
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wenn man von vielen Riumen redet, darunter nur Teile (Einschriin-
kungen) eines und desselben alleinigen Raumes verstehen kann.?1

Nunmehr kann auch deutlich werden, weshalb die Geometrie
eine wesentlich deductive Wissenschaft ist, die allen ihren Lehr-.
sitzen gleicherweise Notwendigkeit und Allgemeinheit giebt. Es
bedarf kaum der Andeutung, dass hier der Begriff der Deduction
lediglich formalistisch als die rein syllogistische Methode der Be-
weisfilhrung gedacht wird; die Frage, ob die Geometrie inhaltlich
betrachtet, eine inductive Wissenschaft sei, wird dadurch gar nicht
beriihrt. Dieselbe ist, wie mir scheint, durch die englischen Logiker
in bejahendem Sinne entschieden. Jener formal deductive Charakter
nun ist die Folge einerseits der Idealitit der Constructionsbegriffe,
andrerseits der Gleichartigkeit der Raumelemente. Denn durch
diese wird es moglich, jeden einzelnen Lehrsatz mit aller Strenge
auf die elementaren Malsbeziehungen zuriickzufiihren, und ihm so
dieselbe Allgemeinheit und Notwendigkeit zu geben, die diesen all-
gemeinsten Inductionen zukommt.

Auch in dieser Ableitung der eigenartigen Giltigkeit der geo-
metrischen Sitze liegt iibrigens kein Specificum der empiristischen
Theorie. Diejenigen, welche der Raumvorstellung absolute Aprio-
ritdt zuschreiben, miissen dieselbe, wie gegen Schopenhauers bizarre
Auffassung der kantischen Lehre von der Mathematik erinnert
werden mag, ebenfalls anerkennen. Nur die Notwendigkeit der
Grundbegriffe und Axiome ist unmittelbar abhingig von der Natur
der Raumvorstellung selbst. Nicht mehr behauptet auch Kant, da
er ausdriicklich bemerkt: ,Auf diese Notwendigkeit a priori griin-
det sich die apodiktische Gewissheit aller geometrischen Grund-
sitze und die Moglichkeit ihrer Constructionen a priori Die
Giltigkeit der Lehrsitze dagegen kann unmittelbar nur davon ab- -
héngig sein, dass sich jene Elemente der Construction in ihnen auf-
finden lassen. Je strenger daher die Subsumtion derselben unter
diese Voraussetzungen vollzogen werden kann, desto deutlicher tritt
thre Evidenz zu Tage; diese Strenge aber wird verbiirgt durch die
syllogistischen Formen. Es ist deshalb ein Irrtum Schopenhauers,
dass der demonstrative Beweis der Geometrie nur den Erkenntnis-
grund d. 1. die logische Wahrheit des Satzes gebe, nicht auch die

1 Kaxts Werke a. a. O. 8. 9.



(73 -

transcendentale, dio im Seinsgrund lioge und nue mittols dor An-
schauung einleuchte !, dass derselbo dadior e zoige, duss, nber nieht,
~warum es so sel, wic oy ist. Joder richtig gofithrte goometrisshe
Beweis muss zuletzt auf dic clomenturston Daton dor Anschaunng
zariickgehen, und erhiilt daher auch scine Uchorzongungskenft von
diesen; die Frage nach dem ,,warum* kann derselbo doshnlh nur
durch diese Subsumtion beantworten, wie auch Schoponhauor zu-
geben muss, da er selbst erklirt, dass die Notwendigkeit den Soins-
grundes, d. h. also die Evidenz der Axiome sich nicht woitor domon-
striren, sondern nur anschauen lasse, —

Wir kinnen das Resultat unserer Erirterungon in oinige kurse
Bemerkungen iiber das Verh&ltnis der Mathematik zn den Uhrigen
Wissenschaften zusammenfassen. Dieselbe gleicht allon nndoren
Wissenschaften darin, dass sie empirischen Ursprungs ist, dusns slwo
ithren Untersuchungen allgemeine Inductionen aus dor Frfahriung
zu Grunde liegén, einer Erfahrung, die in jedem ihrer lilomonts
sowol von der Beschaffenheit der Dinge als dem Wesen dor prychi-
.schen Titigkeiten bedingt ist, jede Vorstellung deshallh sowol alx
aposteriorisch wie auch als apriorisch fassen Lisst. Sio untor-
scheidet sich von allen anderen Wissenschaften dadurch, dnsw i
Mannigfaltige, welches den Gegenstand ihrer Untersuchung nin-
macht, cin gleichartiges ist, wilhrend der Stoff, den jonce bohandoln,
~in sich verschiedenartige Elemente birgt. Sofern os miglich isl,
die iufseren Reize der psychischen Qualititen durch die formnlon
und materialen Naturwissenschaften auf gleichartige Bewogungs-
vorginge zuriickzufithren, werden jene Disciplinen zu oilon dor
angewandten Mathematik. Nicht moglich ist eine solcho Subsuni-
tion fiir die geschichtlichen Geisteswissenschaften und dio Psyohos
logic, dx sich hier gleichartige Mafsbestimmungen innerhall do piny=
chischen Titigkeiten selbst nicht auffinden lassen. Maoglich jodoeh
ist, dass dic Fortschritte der Mechanik der organischon Karpor uns
dahin fiihren, mittclbar eine solche Uebertragung zu vollziehon,
falls os sich bewidhrt, dass jeder Act der psychischen Titigkeiton
an Boewegungsvorginge gebunden ist, also iiberall eine functionolle
Bezichung zwischen ihnen besteht, die es erlaubt, jodon goistigon

U SonoreNinAvER, Ueber die vierfache Wurzel des Satzes vom gureiohen-
den Grunde. Abschunitt IIT. Welt als Wille. Bd. 1. § 15; 11 Cap. Hi.
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Vorgang als eindeutig durch molekulare Bewegungen bestimmt an-
zusehen. Diese Analogie hort auf bei den normativen Geisteswissen-
schaften, welche in Folge der Besonderheit der Bewusstseinsvor-
ginge aus der allgemeinen formalen Geisteswissenschaft, der Psy-
chologie, entstehen. Die Probleme der Logik, der Erkenntnistheorie,
der Ethik und Aesthetik, vertragen als solche, d. h. abgesehen von
ihren tatsichlichen Grundlagen, keine mathematische Behandlung.
Nur das Sein, nicht das Sollen bildet einen Gegenstand der Ma-
thematik. '
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